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Je ne publie le Mémoire sur tappUcaUon du principe des vitesses 
mrtueUes à la poussée des\ terres et des voâtes , que parce que la conr- 
i^îction ou je suis quiU reriferme des idées utiles ^ a été partagée par vous* 

Rédigée eni8i6^ une partie de ce travail /ut adressée à 'Son ExceUmce 
le Ministre de la Guerre ^ et le comité des fortifications ^ dans sa séance 
du 17 janner 1817, jr reconnut 4^ aperçus nouveaux^ une méthode 
suivie et régulière, une considération ingénieuse €t tout-à-fait neuve, dont 
il résulte une nouvelle condition i laquelle les profUs de revètejnens doivent 
satisfaire pour obtenir une stabilité parfaite» 

Cette nowelle condition n^était pas moins indispensable pour la sta^ , 
bilité des voûtes^ et feu travaillé à établir F équation qui en résidte sur 
des principes généralement reçus* 

Vous m*dve% encouragé dans ce nouveau travaU^ vous Fapez ap^ 
prouvé f vous daignerez donc agréer Phommage que feu Vhonneur de 
vous en faire : heureux d!avoîr trouvé Foccasion de vous donnée ce 
témoignage de ma reconnaissance et de mon inaltérable attachement, 

LÂMBEL. 
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SOMMAIRE ET RÉSULTATS 

DU MÉMOIRE. 



L JLIans la première partie du Mémoire que Ton publie se trouvent réunis les 
axiomes et les faits , desquels on a déduit , dans les traités de mécanique , le 

■ 

principe des vitesses virtuelles avec les preuves qui établissent qu^il est le fon- 
dement de la statique j qu'ainsi tout autre principe doit lui être subordonné , 
et qu^il est analogue à celui sur lequel est basée la dynamique. 

. n. Dans la seconde partie , après «voir appliqué le princ^ des vitesses vjp- 
tuelles à rétablissement de TéquAiion d^équiBbre des par des inférieure, et sn- 

m 

périeure des voûtes, on indique une condition nouvelle de stalxilité indi^ 
pensable dans les terrains compressibles (comme ils le sont presqiK tous) , et . 
que Ton avait déjà développée dans un Mémoire adressé à Son Excellence le 
Ministre de la Guerre ^ en 1817 ^ ^^^^ ^^^^ ^^ Péquilibre des deux pressions la- 
térales opposées , qui ont toujours lieu sur la surface dos fon4stitk>lis dès pieds- 
droits^ ^n effet, d^un côté Faction de tout ou de partie du voussoir supé-. 
lîeor, quand il agit comme un coin , ou quand il se séppre à la clef et vers 
le milieu de la demi-voûte , tend à faire enfcmcer Tarête extérjeur^ d^ fon- 
dations au-dessow de Tarète intérieure , et de l'autre côté ^ les actio^ réunies 
du voussoir inférieur , d'une partie du youssoir supérieur et d uue portion de 
la masse du pied-droit , tendent à produire un effet contraire , parce que la 
projection verticale du centre de gravité de leur système, tombant entre le ^ 
centre de gravité et Farète intérieure de la surface des fond^tioAS j tend par 
cela même à faire enfoncer * cette arête au-dessous de Tautre^ >^ 

Ii'é<|uilibre dépression latérale sur la sur&ce des fondajiow 4fi^ pieds -droits , 
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n^est d^ailleurs indispensable ^ que relativement àî la demi-surface extérieure j 
parce que^ si'pea qirè Farète extérieure s^enfonce dans le :terr^ ^ davantage 
que Farête intérieure ^ il se forme de suite deux joints de rupture à la clef et 
aux reins. 

* m ■• 

Lorsqu^au contraire il y a un excédant . de pression.' latérale en faveur de h 
demi-surface intérieure des fondations ^ il s^appuie contre les surfaces en contact 
des voussoirs de la partie supérieure de la voûte \ celle-ci ne peut alors se 
séparer de la partie inférieure , qu'en s'élevant verticalement ^ c'est-à-dire ^ avec 
unie vitesse virtuelle relative qui donne un maximum d'effet^ et qu'en sur- 
montant en même temps la réastance produite par l'adhérence de ces sur- 
faces entre elles ^ augmentée par le poids de la partie supérieure de la voûte ^ 
et par l'excédant de pression latérale que l'on suppose. 

On peut donc donner aux profils des voûtes , un certain excédant de pres^ 
sion latérale en faveur de l'arête intérieure de leurs fondations ^ sans que pour 
cela , les parties inférieure et supérieure de ces voûtes se séparextt : c'est avec 
cet excédant, réuni à la résistance produite par l'adhérence des voussoirs 
entre eux an moyen du 'wortter , que l'on est parvenu à mettre les magasins 
à poudre en état de résbter à la chute des bombes , en éloignant en outre de 
l'extrados du vousscôr le point de chute des projectiles , par un masâf de ma- 
çonnerie plus ou moins épais , suivant que l'action immédiate de ces corps ^ 
animés d'une vitesse réelle très-considérable à l'instant de leur chute , augmen- 
terait plus ou moins le moment de la puissance du voussoir supérieur ^ ce 
massif se trouve réduit à zéro à l'extrados des joints de rupture , que l'on 
suppose placés aux i^ins de la voûte , et où la chute des projectiles n'influe 
plus sur le lïioment du voussoir supérieur. 

On connaît quelques résultats , quoiqu'accusés d'être peu exacts , d'expé- 
riences faites sur la pénétration des boulets dans diverses espèces de terres et dans 
la maçonnerie , mais on a itnoins de données certaines sur la pénétration des 
« bombes dans les mêmes circonstances. Cependant ces notions seraient de la *plus 

hdiute importaiice^à obt^r , pour donner aux magasins k poudre lui degré de 



DU MÉMOIRR 3 

ràtstaiDce.propoitioiiiielle à FaccroisséiifaEit d^action qa^ont reçu les projectiles 
plongeans en usage , par Faugmentation de leur pesanteur obtenue ^ soit en leé 
fendant ^ soit en j introduisant du métal en fusion ^ cette augmentation n^influç 
"en rien sur leur diamètre^ niparconséquentaur la, résistance qu^ils éprouvent 
à parcourir les diffe'rens nûlieux qa^ïk traverdent ) elle a donc accru leur action^ 
sôus le rapport de la jnasse et sous celui de la vitesse. 

Pour donner aux magasins 4 poudre construits suivant les profils de Yauban ^ 
une augmentation dé résistance , de la nécessité de laquelle on est généra- 
lement persuadé ^ on peut les couvrir, en temps de siège , A^ime certaine 
quantité de terre ^ mais Thumidité de celle-ci avarie bientôt les poudres qui 
sont placées dans Pintérieur, et ensuite rend le magasin à poudre hors d^usage 
pendant le temps nécessaire pour en bien sécher les maçonneries. Il serait donc 
beaucoup plus avantageux , à tous égards , d'établir par des expériences cer- 
taines , le rapport des pénétrations des bombes en usage dans les difierens 
milieux, avec leur poids ordinaire et avec celui-ci porté au maximum, et 
dVtablir ensuite une épaisseur de voûte et un excédant de pression latérale sur 
Parête intérieure des fondations de ces magasins, proportionnés à l'augmen- 
tation de puissance qui en résulterait ^ on emploierait d'ailleurs en même temps 
tous les autres moyens dont Vauban s'est servi pour en diminuer l'action. 

La condition d'équilibre de pression latérale qui est indispensable pour toutes 

m 

les voûtes établies sur des terrains compressibles , exige un moment de résistance 
beaucoup plus considérable que celui qui résulte des conditions de stabilité 
admises jusqu'ici ; ce résultat explique pourquoi , dans la pratique , on est encore 
obligé dé doubler et même de tripler l'épaisseur des pied^droits donnée par la 
théorie. 

Cette même équation , appliquée aux profils adoptés par Yauban pour les 
magasins à poudre , profils que l'expérience a prouvé d'une manière authen- 
tique être seuls à l'épreuve de la chute d^ projectQes plongeans actuellement 
en usagio à la guerre , donne aussi pour la première fois les moyens de déter- 
mmer la valeur de l'excédant de résistance au delà de l'équilibre , qui est néce^ 
saîre pour leur donner cette propriété. i * 
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Les changemens que Fon a cru pouvoir faire et proposer jusqu^id ^ aux pro- 
fik des magasins à poudre adoptés par Yauban ^ n^ont donc pu être que plus 
ou moins dangereux , puisque ^ ne connaissant pas Fexcédant proportionnel de 
rénstance à leur donner relativement & la chute des bombes ^ m la condition 
â^ équilibre la plus indispensable pour eux ^ on ri a pu y OÂ^oir égard. 

Enfin on propose un nouveau profil de magasin à poudre qui ^ sans au^ 
menter la dépense ^ évite les contreforts c6ctériem:s ^ peut recevpir un tiers de 
poudre de plus que ceux de Yauban ^ en opposant à la poussée une résistance 
plus considérable. 

in« Dans la troisième partie du Mémofre , qui est relative à la poussée des 
terres ^ on parvient par Papplication des mêmes principes ^ à établir que l'équa- 
tion d^équilibre des revêtemens et des terres qui leur sont adossées ^ adoptée 
par M* Coulomb ^ n^est point entièrement conforme au principe des vitesses 
virtuelles ^ et qu'elle doit éjprouver trob modifications dont deux ont été ap- 
prouvées dans les délibérations du Comité du Génie en date des 17 janvier et s 
mai 1-^17) et dont la troisième est basée sur un avis émis par F Académie des 
sciences en 1783, sur un Mémoire relatif à la poussée des terres. Enfin des 
expériences sont indi^ensables pour donner dans cette équation , à Fexpression 
de la réastance produite par Fadbérence du solide de poussée dans le premier 
instant , une valeur de la justesse de laquelle on puisse être certain. 

On observe ensuite que la stabilité des revêtemens n'est pas la seule con£tion 
indispensable à remplir dans llntérêt public y il faut aussi chercher ^ en déter- 
minant les détails de leur construction ^ à réunir autant que possible le minimum 
de dépense au maximum de durée. 

L'état de dégradation où se trouvent maintenant les paremens extérieurs des 
revêtemens construits d'après les profils de Yauban ^ a été justement attribué 
au talus considérable que cet illustre Ingénieur a donné à ces paremens \ on en 
a eu la preuve incontestable en comparant à ces revêtemens dégradés ^ des murs 
parfaitement conservés ^ construits dans le même lieu , à peu-près à la même 
époque et avec les mêmes matériaux ^ mais ayant des paremens verticaux. 
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Ces observaîdicms&ites depub long-^emps ^ engagèrent les Lagënieur» à diini- 
nuer plu» ou moins ce talus ^ ne considérant la résistance que doivent présenter 
}es revêtemens que relativement à leur arête extérieure , ils crurent que cette 
oppression exigerait seulement une augmentation d^épaisseur^ et ils Padoptèrent, 
comme devant coûter moins que les entretiens sans cesse renaissans qu^exî- 
geaient les talus plus conâdérables j mais la condition d^équilibre , relative^ 
inent à Farête extérieure des revêtemens ^ n^étant pas la seule qui soit néces- 
saire pour assurer leur stabilité ^ comme on va Fexpliquer , il en est résulté que 
dans les terrains compressibles ^ quelque considérable qu^ait été cette augmen* 
lation^ elle n^a pu empêcher les murs de sortir plus ou moins de leur aplomb 
primitif^ parce que la diminution des talus ayant rapproché les verticales passant 
par le centre de gravité de la masse du revêtement et par celui de la surface 
des fondations , Faction latérale de la poussée n^a plus trouvé qu^un faible obs- 
tacle à surmonter ^ pour faire enfoncer , dans les terrains compressibles , Farête 
extérieure du revêtement au dessous de Farête intérieure. 

Le talus extérieur donné par Vauban aux murs de revêtemens réimit donc 
à Favantage de Féconomie ^ celui de s^opposer à Findinaison des revêtemens 
sur leur base ^ du parement intérieur au parement extérieur ^ cet avantage que^ 
quelle que soit Faugmentadon d^épaisseur que F-on donne aux revêtemens sans 
talus, celle-ci ne peut Jamais leur procurer^ est de la plus haute importance 
pour leur stabilité, parce que FiacUn^ûson du système du revêtement sur son arête 
extérieure , dans les terrains compressibles et eohérens , laisse un espace plus 
ou moins régulier ou plus ou moins considérable entre le revêtement et la masse 
des terres qui lui est adossée ^ alors les divers solides de poussée qui se détachent 
successivement les uns au-diessus des autres, comme M. Mayniel Fa remarqué 
dans toutes les expériences qu^il a faites ( page XIU de son ouvrage ) , ayant un 
espace quelconque à. parcourir^ pour arriver au parement intérieur du revê- 
tement et de ses contreforts , agissent avec une vitesse réelle plus ou* moins accé- 
lérée , au lieu d^une vitesse virtuelle que suj^ose Féquation générale d'équilibre^ 
et avec cette plus grande intensité d'action non prévue , ils peuvent renverser 
cm faire glisser en avant les masses des revêtemens , comme cela est arrivé. 
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La ^^erticale passant par le oeati*e.de gravité de la masse des profils à talus 
extérieur , tombe en outre entre Tarête intérieure et le centre de gravité de 
la surface des fondations. L^action latérale produite par cette disposition force 
donc les revêtemens à s^enfoncer dans lés terrains compressibles , siu* Parète 
intérieure plus que -sur Textérieure^ et lorsque, comme le prescrit Yauban, 
le remblai s^exécute derrière les revêiémens au fur et mesure de leur éléva- 
tion , celuirci s'oppose plus ou moins à cet enfbncement ; une portion du 
poids du revêtement s'appuie alors sur la surface du remblai et sert à main- 
tenir le solide de poussée sur son plan incliné : ce second avantage du talus 
extérieur est perdu pour les profils de revêtemens au fiir et mesure que Von 
diminue ce talus : cette diminution exige donc une seconde augmentation 
d'épaisseur, à laquelle on n'a pas eu égard jusqu'ici, pour obtienir , relative- 
ment à l'arête extérieure du revêtement, un moment de résistance égal à 
celui que présente le profil de Vauban. 

Telles sont les causes des avaries qui ont eu lieu dans lés terrains com- 
pressibles , aux revêtemens pleins dont on avait plus ou moins supprimé les 
talus. On les évitera en con^binant les positions des centres de gravité de la sur- 
face des fondations et de la ms^e des revêtemens , de manière à ce que l'enfon- 
cement de cette masse ait lieu sans qu'elle s'incline sur son arête extérieure , 
ou , comme on l'a dit dans un Mémoire qui a été envoyé au Comité des Forti- 
fications en x8i6, et comme celui-ci l'a reconnu juste, qu'il y ait équilibre 
de pression latérale sur la surface des fondalions , ou excédant de près-- 
sion sur la demk-surface intérieure. 

On vient d'expliquer la cause de la pression latérale qui tend à faire enfoncer 
l'arête intérieure au-dessous de Pextérieure ; c'est l'action du solide de poussée 
qui agit comme un coin sur le parement intérieur des revêtemens , qui s'<^ 
pose à cet effet , en faisant au contraire enfcaicer l'arête extérieure des fon- 
dations au-dessous de l'intérieure. 

La manière d'établir l'équation d'équilibre de ces deux pressions, a été 
l'objet de plusieurs discussions , qui ont engagé l'auteur de ce Mémoire à de 
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nouvelles recherches^ pour Fëtablir dWe manière incontestable^ il a c<msidëré , 
dans Fintérêt de la stabilité ^ les terrains homogènes et compressibles , comme 
des fluides qui céderaient de même 9. si on leur supposait une densilé telle 
qn^un revêtement d'un poids donné ii^enfoncérait également dans Fun et dans 
Fautre ^ et il a basé sur les principes de la stabilité des corps flottans^ Fé- 
quation d^équilibre des pressions latérales qui ont lieu sur la surface des fon- 
dations* Un corps flottant sur un fluide quelconque et qui sy enfoncerait sans 
s^indiner d^aucun côté ^ agirait de la même manière sur un terrain compressible 
et homogène ^ avec d^autant plus de raison ^ que h résistance des terrains à 
la compression croît progressivement ^ tandis que celle des fluides ne croit que 
proportionnellement. 

. Pour appliquer la formule dérivant de Féquation établie diaprés cette hy- 
pothèse ) il faut connaître le moment de la puissance des solides de maximum 
de poussée. Jusqu^à ce que Fexpérience ait donné les moyens d'établir une 
formule générale exacte et applicable à tous les terrains ^ on a cru pouvoir 
déterminer la valeur de ces solides , quelle que soit lem* forme ^ diaprés le 
moment de- la pression latérale sur la demi- surface intérieure des fondations ^ 
produite par les .profils * adoptés par Yauban^ qui ont lutté avec avantage, 
depuis plus dW âède , contre la poussée de toutes sortes de terres , et qui .se 
sont enfoncés sans s^incliner sur la surfiice de leurs fondations. 

On a trouvé, pour résultat, que les momens de la résistance des revê- 
temens^ construits suivant les profils de Vauban, et relatifs à la nouvelle 
condition d^équilibre, étaient proportionneb dans les revêtemens de vingt 
et de trente pieds ^ qu^ainâ le reproché que Fon avait fait a ces profils ^ de 
présenter des momens de résistance pins considérables , dans les revêtemens peu 
élevés que dans ceux qui le sont davantage , ne panijssait pas fondé. Est-ce 
la théorie^ est-ce Fexpérience qui a conduit Vauban à ce résultat? Il est certain 
que plus on approfondit ce qu'a fait et écrit ee grand homme , plus on voit 
qu'il a devancé ses contemporains et même les ingénieurs qui Font suivi dans^ 
la solution générale des problèmes de la poussée des terres et des voûtes. 
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En adoptant les principes qu^il a suivis ^ mais en reconnaissant tous les incon-- 
vëniens des talus conâdérables adoptés par lui , sous le rapport de la durée des 
revêtemens et des dépenses qu^ils engent pour leurs réparations , l'on a cherche 
à suppléer à Feffet des talus extérieurs, qui est indispensable pour remplir lanoo- 
velle condition d^éqnilibre que Ton â indiquée , laquelle est la seule nécessaire y 
parce qu'^elle remplit en même temps les autres conditions admises jusqu^id. 

Il est résulté des recherches que Ton a faites ^ un profil où le talus est ré^ 
duit au cinquantième , qui présente pour les i*eyètemens le même moment 
relatif de réâstançe que les revêtemens de Yauban à talus extérieur égal au 
cinquième de leur hauteur , ayant 5'* d^épaisseurs au sommet et 1 5 pieds de dis- 
tance du milieu d^un contrefort à Fautre : il n^exige en outre qu^environles quatre 
dnquièmes de leur volume pour les revêtemens de trente pieds de haut, et il n^en 
exigerait qu^envffon les deux tiers , si on donnait au profil de Yauban , le talus 
extérieur du nouveau profil et le même moment de résistance relatif. 

On emploie maintenant assez général^nent le profil de Yauban , avec un talus 

m 

réduit au douzième de la hauteur, et il faut alors qu'il BkS^^i22 d^épaisseur au 
sommet pour lui donner un moment de résistance, relativement à Farête exté- 
rieure du revêtement, égal à celui du profil de Yauban, que Ton vient d'indiquer» 
. £n comparant le volume que cette épaisseur exigeait , k celui du profil que 
Ton propose , on trouve que celui-ci a JjJ de volume de* moins. Le volume 
total de la maçonnerie d'un fi^ont tracé suivant le système de Gormontaingne 
'sur 36o mètres de cdté extérieur , est de 4^2 oo mètres cubes, en supposant 
la toise égale à deux mètres ou six pieds métriques, ce qui n'influe en rien 
sur le rapport des volumes , puisque tous deux ont été calculés sur les mêmes < 
bases et d'après les mêmes principes, l'économie par fi'ont serait de i4ooo mètr. 
cubes, qui, à ii fr. 5o cent. , prix de la maçonnerie de moellons, à Metz, 
coûteraient lôoooo fi*., les profils moins élevés devant présenter à peu-près des 
économies proportionnelles» En supposant que la France fasse construire en revê- 
temens , d'ici à \îngt ans , la :i^aleur de 4o fi^onts de fortification , ce qui serait 
nécessaire pour l'améUoration de la défense de l'état , et suppléer aux places 
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^^îl « pcvdaes ^ on Yoit cpe le revêtement nonrcaii qoe Fod: propose ^ pro-*' 
duk^t une économie de 6 i 7^000,000 &« dant ce bps de temps* 

Le nouveau proffl éviie auan dans les tenraD» faoœc^nes^ kt déposes 
despilots^ des palpkndies^ eic*y que Ton emploie encore^ pour empè* 
dber le tassement de^ fondations ^ il &it coiKourir au contraire la compre»-^ 
sSbtBlé des terrains k la stabilité des cottstructiom ^ comme ks proâs adoptés 
par \9xiami pour les magasim à poudre et les revêtemeiis^ lesquels sont les 
seides contractions qui^ sur le sol vasemc et tresK:ompressibie de la phce de 
Msffsal y vloM point é{Mrouyé de désunion : le profil proposé n^ex^e pas nwt 
phis^ comme Vatuban Fa prescrit, de donner au poœt où Ton arrête les àem^ 
revèiemens y une épaisseur égale k celle qu^auraieirt les reyêtensens cutters au 
même point . parce qu^il est composé de voûtes horizontales qui diviseï^ FacticMl 
de b poussée. 

La réduction des talus au mimmum permettrait en ouUre, quand on a de b. 
chaux aussi bonne qu^à Metz^ de supprimer dans les parentens extérieurs des 
revêtemen&9 ks pierres de taille^ les briques ou les moeUons piqués, etc. Ces 
matériaux étant plus réguliers ou dW plus grand volmcie que ceux de b buisw 
intérieure j admettent beaucoup moins de mortier entre leurs joints , le parement 
ne cède pas alors, dans b même proportion que b masse intérieure, à b retraite 
du niortier ^U s^en sépare à b hmgue par des lézardes plus ou moins coDsidérahles 
que Teau de plui^ en s^y gdbnt agrandit bientôt, an point de fiôre écrouler 
fe parement extérieur. 

La sup{NressiodL des paremens , contruits en matériaux diflerem de ceux de 
Fintérieur de b masse , réunirsât donc Féeonomie à b durée dei consiructioiK. 
L^expérience prouve que les enduits ordinaires, en mortier de Mei2, ré^ 
sistent avec avantage aux influences de Fatmosphère. La durée des arches de 
Jouj en est un témoignage authentique^ mais Fou ne peut obcenôr un ré^ 
soltat aussi remarquable qu'en massivant le mortier , que les e]q>ériences de 
M. Rondelet ont prouvé pouvoir Himii^^ par cette opéra^n du sixième de 
son volume, afin d^éviter par b les crevasses qui se foiment à b longue dams 
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rintërieur des maçonneries non masàvëes , et par conséquent Fintroducâon de 

Teau 9 cause première et essentielle de toute dégradation. 

n faudrait donc construire les murs des revètemens dans des formes ^ comme 
les murs en pisé ^ Fenduit s'éleyant en même temps que le reste de la maçon- 
nerie ^ y serait uni plus fortement que par le mode actuel ; étant massive , il 
n'éprouverait aucune crevasse , il ne fiiudrait que peu de maçons , qui n^au- 
raient d'autres fonctions que de placer convenablement les moellons et le 
mortier , des manœuvres suffiraient pour la massîvation. Ce mode d'exécution ^ 
peut-^tre le seul praticable , pour les légions romaines qui ont exécuté les beaux 
travaux que nous ad possédons , et qui ont plus ou moins résisté aux ravages 
du temps depuis vingt siècles , réunirait donc l'avantage de l'économie et dç 
la solidité. 

La surface totale du parement d'un front de 36o mètres de côté extérieur^ 
est de i4yioo mètres carrés^ le parement en mortier masâvé procurerait sur 
le parement en briques ou en pierres de taille ^ établi aux moindres prix du 
marché de Metx^ et sur iS"?^. d'épaisseur réduite , une économie de 1 1 fr. par 
mètre carré ^ ou de i58^ooofr« par front , et sur le parement en moellons 
simplement esmiliés qui sont les moin^ chers ^ i fr. 5o c. par mètre , ou 
3 1 ^6oo fr • par front. 

Les paremens en pierres de taille ou en briques seraient réservés pour les 
parties de parement placées dans l'eau , ou alternativement sous l'eau et à l'air : 
la massivation serait encore nécessaire à y employer , pour faire de cette partie 
du revêtement un tout fortement cohérent. EniSn les revètemens proposa 
pourraient aussi, avec peu de dépenses en phis, fournir des loganens ou 
des magasins. 

M. Yicat ayant indiqué le moyen de donner à toutes les chaux une quaEté 
approdiant de celle de Metz, les améliorations et les économies que l'on propose 
seraient applicables à toutes les places du royaume. 

Solidité, stabilité et économie dans les constructions civiles et militaires, 
paraissent donc devoir être les résultats du travail que l'on présente. 



MÉMOIRE 



SUR L'AfPUCATION DU PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES A LA 

POUSSÉE DES TERRES ET DES VOUTES. 



SECTION PREMIÈRE. 



Axiomes et faits desquels on a déduit le principe des vitesses 

virtuelles. 



Définitions* 

1. \Jn donne le nom gënëral de quandté à tout ce qui est susceptible 
d^augmentation et de .diminution ^ et le nom d*unitë à une quandtë déterminée 
qui sert de terme de comparaison. 

L^objet général des madiématiques est d^établir le rapport des quantités & 
détermiiier ^ à Funité que f on adopte* 

Sous le nom de madère on comprend tout ce dont Fedstence peut être 
constatée par nos sens, et sous celui de corps la réunion dW nombre quelconque 
de parties de matière. 

Le volume des corps est déterminé par les dimensions de la place qn^ib 
occupent ; leur masse , ou la quantité de matière qui les compose , Fest par 
leurs poids; leur densité^ est le rapport de leurs poids à leur volume. 

Tant que les mathématiques ne con^dèrent les corps que sous le ra[^rt de 
leurs dimensions , de leur volume ^ de leur poids ^ etc. quantités dont la connais* 
sance parfaite peut être acquise par les sens , Fesprit peut agir seul sans craindre 
d'errer , et établir les rapports des quantités qu'il veut déterminer , au moyen 
de principes généraux et des conséquences qu^il ea déduit. 

a* 
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L'arithméti<pie , Falgèbre qui ne considère que les quantité abstrahes, h 
géométrie qui a pour objet Pétendue, les suriàcet et les y<^himes ^ sont dans cette 
catégorie ; mais quand les matbém^bques traiteitf des propriétés de la matière 
dont les causes premières échappent totalement à nos sens ^ et dont nous aper- 
cevons seulement quelques effets , tels que le mouvement ^ la pesanteur , etc. ^ 
ces effets peuvent seuls guider dans Papplication du petit nombre d^axiomes qui 
peuvent alors être employés ^ pour découvrir les lois que ces propriétés suivent 
dans leurs variaticMis et dans leurs combinaisons. Les principes de la méca» 
nique ^ dont Tobjet est dMtablir les lois de Féquilibre et du mouvement des 
corps j ne peuvent donc être établis que diaprés le résultat de Fexpérience. 

Pour simplifier la solution des problèmes de mécanique , on peut supposer 
toute la masse des corps réimie en un seul point que Ton nomme centre de 
gravité'^ c'est le point autour duquel, lorsqu^il est fixe, tous les.élémens de la 
masse des corps sont en équilibre dans toutes les positions possibles relativement 
à la pesanteur. 

On entend par foTce^ tout ce qui imprime ou peut imprimer aux corps 
un mouvement quelconque 3 unie aux corps ^ elle se nomme puissance ou 
résistance^ suivant le rôle qu'elle leur fait jouer. 

La direction d\me force est la droite que tend à décrire, ou que décrit 
librement , le point du corps auquel elle est appliquée j cette direction se dé- 
termine d'une manière précise , quelle qu'elle soit , quand oa connaît les trois 
angles qu'elle fait avec ti*ois axes se rencontrant en un point cOmmun et situés 
deux à deux dans des plans différens ; parce qu'alors on peut la décooa^ 
poser, comme on l'indiquera (art. 3)^ en trois autres directiOBs pardlâes à 
ces trois axes , dont les rapports sont faciles à établir. 

Moyen de mesurer et de comparer Pintensité des forces. 

€ a. Dans rétat d'équilibre, dibLagrange, pag. i'*. de sa Jdécanique 
» anidjrtique^ la force n'a pas d'exercice actuel^ die ne produit qu'une 
» nmple tendance au mouvement, mais on doit toujours la mesurer par 
» l'effet qu'elle produirait , si elle n^était pas arrêtée >• L'on désigne c9Ue ten^ 
dance sous le nom de mouvement virtuel, et, sous celui de vitesse virtueUe , 
la vitesse que ce mquvement produirait , c'est-i-dire , l'espace qu'il ferait par^ 
courir dans Funité de temps. 

L'essence d'une force étant de produire du mouvement , ce n'est que par 
le rapport des vitesses réelles ou virtuelles de celai-pci« oue l'intensité cela** 
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tive de pluâeors forces , toutes choses ëgales d^aittairs ^ peui être déteraûnëe : 
pour pouvoir comparer les vitesses entre eUes^ oa les a représemées par h$ 
espaces parcourus dîmes par la temps ^ ou par les espaces parcourus 
dans V unité de temps. 

1m niottvenieQssoiituzufomies^ retardés ou accélérai , mivaat que les eqp«ces 
parcourus daus des temps égaux , sont égaux , diminuem ou augmentent \ ces 
mouvemens différens peuvent avoir pour cause ^ de^ forces dont la nalore n^^ 
pas parfidtement identique : en effet , quelle est la cause do m<HiyementP dit 
AL de Pronj (page i3 de son Architecture hydraulique.) « C^^t la première 
» question de mécanique qui soit prise dans la nature des choses et qui sok 
» kidépendante de toute convention. 

» n ne faut pas de longues réflexions pour s^apercevoîr que sa solution 
» est au-<lessus des forces de Pétrit humain, ou est hors de la classe des 
» notions auxquelles, il peut parvenir naturellemem , à moins qu^on ne re- 
» monte immédiatemen^à Faction dWe {u^emière cause , ce qui est Urancher 
» la difficulté sans la résoudre. En effet , tous les moavemens que nous con-^ 
» ndssons sont produits ou par V impulsion qui suppose une action imm^ 
» diate du corps qui &it mouvoir , sur celui qui se meut , ou une communication 
» de Vxax à Fautre par le moyen d'^autres corps, ou par Tattrac&on et la 
» répulsion , qui ne nous laissent apercevoir aucune communication pareille 
» entre les corps ^ nous ne pouvons nous dissimuler que dans tous les cas, 
» la cause qui produit le mouvement nous est parfaitement inconnue , et que 
» la loi suivant laquelle les effets s'en opèrent est la setde chose qui donne 
> prise à nos recherches. » 

L'essence de là matière ne nous est pas plus connue \ lors donc qu'il s^a^ 
de déterminer les résultats d'une force agissant sur des portions de matière, 
c^est-à-dire les lois que suivent les combinaisons de deux choses qui paraissent 
au premier aq)ect aussi hétérogènes , comment ne pas reconnaître que Tex*- 
périence seule doit être notre guidef dut*on admettre, comme Newton Fa 
cru possible , que fattraction ou la cause du mouvement produit par la pe-<- 
santeur ^est Feffet dW fluide , et par analogie , que toutes tes autres espèces 
de mouyanens ont une cause semblaUe. ^ 

Puisqu'il y a , comme on vient de le voir ^ des mcmvemens de différentes 
espèces , la nature de leur cause peut n'être pas entièrement k même , Fon 
se bornera , dans ce Mémoire , à énoncer les lois générales de l'équilibre des 
corps pesans , ce qui suffira pour les applications que Ton a à en faire , et 
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même pour toutes les applications en usage , puiscpie la pratique , qui s'aper- 
çoit la première des erreurs de la théorie, a cru pour pouvoir se servir 
en toute sécurité des principes que celle-ci a posés, devoir adopter pour 
mesurer toutes les forces connues, une unité de poids parcourant dans la 
direction verticale un espace domié dans une unité de temps déterminée. 

On ne conçoit pas et Ton n'a pu en trouver un seul exemple , que Fon 
puisse employer dans Fapplîcation des principes de mécanique, un poids ^ 
saas avoir égard à sa vitesse virtuelle ou réelle , de quelqu'*artifice de calcul 
que Pon use : quelqitefbis le poids peut avoir la même vitesse virtuelle que 
la force qu'2 sert à mesurer 5 alors , on a pu négliger cette vitesse sans erreur 
dans les deux termes de Féquation j mais on parait avoir tiré de cette cir- 
constance lin principe que nous croyons incomplet, en disant que toutes 
les forces de la nature peuvent être mesurées en poids , il faut ajouter 
en poids d^une vitesse réelle ou ^virtuelle déterminée. 

Cest ainsi que la force des machines à vapeur a été évaluée par la force 
dhm cheval agissant ^4 heures de suite , et qui élèverait pendant ce temps 
6,000 mètres cubes d'ean à un mètre de hauteur. 

Il en est de même de la force de Thomme , et des forces nécessaires pour 
surmonter la résistance qui provient de la cohésion des élémensdes corps, 
ou du frottement de deux roms qui se meuvent Pun sur Pautre. 

En rapportant d'aiUeurs tout au mouvement ou à Péquilibre des corps, 
on a Pavantage d'éviter les erreurs et les longues discussions , parce que l'ex- 
périence .donne alors les moyens d'éviter les premières et de trancher promp- 
tement les secondes. On supposera donc désormais que les forces dont on 
parlera sont de la même nature ^e celles qui sont produites par la pe- 
santeur. 

axiomes et principes relatifs aux forces^ 

3. Les axiomes reladfi aux forces qui ont été confirmés par l'expérience, 
sont en pedt nombre. Il est généralement admis^ que deux forces de même 
nature , agissant simultanément sur un même point placé au centre de gravité 
d'un corps , produisent ou tendent à produire pendant l'unité de temps , quand 
elles ont la même direction , une vitesse égale à la somme de celles qu'elles 
auraient produites , si elles avaient agi séparément , et une vitesse égale à leur 
différence quand elles ont une direction opposée ^ dans ce dernier cas , quand 
ces. forces sont égales, elles se détruisent ou se fcoit équilibre. 
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C'est ausd un axiome , qu'une force agissant sur un point perpendiculaire* 
ment à une ligne ou à un plan , ne peut imprimer aucun mouvement à ce 
point paralléiement à cette ligne ou à ce plan. 

On a du regarder ces propositions comme vraies , parce que leur vérité n'a 

paru dépendre ni de la nature du mouvement ^ ni de celle de la matière ^ puis- 

qu'elles supposent toutes les autres choses égales d'ailleurs ^ et qaie les eonsé- 

• quences que l'on en a tirées en mécanique ^ ont été confirmées par l'expérience. 

On en a déduit un des principes les plus importans de la mécanique , que 
Texpérience a aussi confirmé , c'est que si deux forces agissent dans un même 
plan et sur un même point ^ mais suivant des directions différentes, elles ont 
ou tendent à avoir pour résultante une force unique qui ferait parcourir à ce 
point, dans l'unité de temps, un espace égal à la diagonale d'un' pârallélogranune, 
dont les deux côtés partant du point d'application des forces et suivant leur di- 
rection , seraient respectivement égaux aux espaces que chacune d'elles par* 
courraient dans la même unité de temps. 

Quand un plus grand nond)re de forces agissent dans les mêmes circonstances 
et simultanément sur le même point , on détermine aussi facilement la direction 
et l'espace que ce point tend à parcourir ou qu'ail parcourrait dans l'imité de 
temps , en considérant les diagonales des forces combinées deux à deux comme 
représentant des forces élémentaires. 

Une force élémentaire peut réciproquement être considérée, comme la résul- 
tante d'un nombre quelconque de forces qui seraient déterminées d'après le 
même principe. 

Quand les forces n^agissent pas dans le même plan , en supposant trois lignes 
quelconques se croisant en un point , et situées deux à deux dans des plans 
difif^rens, on peut, quelles que soient leurs directions, décomposer ces forces, en 
trois autres parallèles chacune à une de ces trois lignes, et ensuite déterminer, 
d'après les principes que l'on vient d^énoncer , les composantes et les résultantes 
des forces qui agissent dans le même plan ^ ce qui suffit pour l'établissement 
des équations d^équilibre. 

Lagrange ne paraît pas d'ailleurs avoir partagé le sentiment des savans , qui 
ont cru que les mesures de toutes les forces de la nature pouvaient être établies 
en faisant abstraction de leur vitesse réelle et virtuelle , c'est-à-dire dé leur mou- 
vement. « On a cherché, dlt4l^ (Mécanique analytique^ pages i8 et 19) ^à 
» rendre le principe de la composition et de la décomposition des forces, 
» indépendant de la considération du mouvement , et à rétablir uniquement 
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» sop des vérités évid^iteft par ettearinèmes ^ mais y obser^e^tnl ^ le priadpe 
» par lequel on a cherché à démo&trer quW corps pousse par deux forces 
» qui ne sont pas en équilibre ^ ddit prendre un mouveaienl qui peut être 
» attribué à une force unique agissant sur kit dans la direction de son mou-* 
» vement, n^est pas tout-à-fàit exempt de la çfxiddératioKi du mouvemeal;; 
» et il dit plus loin ^ qu'yen séparant ainsi le principe de la composition des 
» forces de celui de la composition des mouvemens, on kâ fai4 perdre ses 
» principaux avantages , Tévidence et la simplicité , et qa^on le réduit à n^étre 
» qu^un résultat de constructi<xi géométrique ou d^analjse. » 

On ajoutera à ce que dit cet illustre mathématicien , que k décomposition 
des forces ne paraît dans aucun cas devoir être indépendante des considératiQDS 
du mouvement soit réel ^ soU virtuel ^ puisque celui-ci étant Teffet essemiel 
des forces quelles qu'elles soient , son eocpression , c'est-à-dire fespace qu^il Êic 
ou tend à faire parcourir dans FunUé de temps ^ peut seul représenter leur in- 
tensité et par conséquent mettre à même d^établir leurs rapports. 

Cette ciMisidération est de la plus haute impoi'tance ^ on cherchera à prouver 
plus tard ^ (pe c^est au peu d^égard que Fon y a eu ^qu^il faut attribuer les 
erreurs que Fon croit avoir découvertes, dans quelques applications des principes 
de statique à Féquilibre des revêtemens résistant à la poussée des terres. 

Conditions de FéquiUhre de plusieurs corps qui agissent les uns sur 

les autres au moyen du lés^ier. 

4* Jusqu^ici on n^a parlé des forces et des vitesses réelles ou virtuelles (pi'elles 
produisent , qu^^çn faisant abstraction de la portion de iQatière à laquelle elles 
doivent se trouver nécessairement unies pour pouvoir être mesurées , ou plutôt 
nous avons considéré les forces comme agissant sur une unité de masse tour- 
jours égale ^ mais quelles sont les lois que doivent sul*Te les résultats réels ou 
virtuelles de Faj^lication de forces plus ou moins intenses à des masses inégalesF 
Ces lois dérivent nécessairement de Fessence même de la matière et du mou? 
vement } essence que , comme on Fa dit (article a ) , nous n'avons aucun moyen 
d'approfondir : elles i^e paraissent donc pouvoir être reconnues d'une manière 
certaine que par les résultats de l'expérience» 

On ne connaît que deux moyens élémentaires avec lesquels Findustrie humaine 
a cherché ^ en employant des corps solides pour intermédiaire , à mettre à profit 
les forces dont elle pouvait disposer ^ ce sont le levier et le plan incliné. 

Soit un levier horizontal ach^ Fig. (i) , ayant son point d'appui ou centre 
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de it)taticm en C) rexpÀieiice démofatrê q^ 

(I). « n y a équilibre entre les corps a et 6 agissant )én sens opposés -dans im 
» même plan véttital:^ et aux distances ac et d& dn^oentre deirdtation , lorsque 
» les prodiiits de leurs masses a et i> par lears'bras.. de levier respectiâ àc 
i eteb sont égaux » (*). 

Le bm de leyier d^une force ou sa distance .hori2ontaie> au centre % die ro- 
tadon du levier est, comme on le voit^ lapérpeadiculaii^' abaissée de ce 
centre sur la direction de cette force : ab étant borizontak, et la direction 
de la force étant verticale, les lignes iûk; et iA se trouvent ainsi ètve lés* bras 
de levier des masses aet.&. 

Les vitesses virtuelles relatives de ces forces? estimées , suivant lieur direction , 
ou les espaces bm et an qu^elks te n dea t à parcourir en deux sens opposés 
dans^lâ même unité de temps autour du centre de rotation, et que Ton 
suppose asses petits pour pouvoir être considérés comme venicaiix , sont pro- 
pordonnek aux bras de levier clc et ch. On. pourrait donc substituer dans 
l'énoncé précédent ( I ) Fexpression de ces blesses virtueDes à celle des bras 
de levier re^ctiÊ, si kur rapport pouvait être exprimé par des quantités 
différemes de ces bras de levier ; ainsi Fon peut aussi dire : 

(II). « B y a équilibre entre les corps a et b agissant en sens opposés dans 
> un même plan vertical , aux distances ac et cb du centre de rôtadon , lors*- 
» que les prodmts die leurs masses a ex b par leufs vitesses virtuelle^ re- 
» ladves estimées suivant leur direction sont égaux. > L'*expérience prouve 
également la vérité des énoncés (I) et (II). 

En donnant à la ligne cb , située toujours dans le tnême plan , la Irâigueur 
et la direction inclinée c6', Fexpérience prouve qu'il n'y, a équilibre que 
quand la verticale passant par le point &', passe en même temps par le point b. 

Soit . Vo , espace supposé perpendiculaire à cV et que le point V parcoure 
rait en même temps que le point b décrirait bm et le point a , on , on a 
cV \Vo\\cb\ bm. En décomposant Vo en deusir directions , Pune bi verticale 
qui est celle de la force, et Fautre io perpendiculaire à cette dire^tioù et qui 
par conséquent, comme on Fa vu (art. 3), ne peut avoir aucune action dans 
le sens de la^ première , bi est égal à Fespace élémentaire bm ^ puisqu'^à cause 
de la similitude des triangles Vio et cW, on a t;V \ b'o [ l cb ] bij Vo étant 



(*) Les chi£&e« romains entre parenthèses indiquent iea ptopositions qui les suivent^ 

» — * 1 • • • 
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Fespace virtuel qae le centre de gravité du corps parcourrait 'réelfement^ ou 
3a vitesse virtuelle estimée suivant la direction de son mouvement, et l/i 
Feqpace virtuel qui en résulte dans le sens de la direction de b force, ou sa vîtesK 
virtuelle estimée suivant sa direction* Cette expérience démontre de nouveau la 
vérité de la formule (II) que Ton a rendue plus conçue en la traduisant ainsi : 
4( Iljr a équilibre entre deùa: corps agissant en sens opposés , dans le même 
» plan n)ertical et à dès distances quelconques du centre de rotation dvn 
» le9ier\ lorsque la somme des momens relatifs est égale à zéro. » 

L^énoncé de ce principe , général^nent admis , suppose que Ton affecte 
d^un signe positif les masses qui agissent d^un côté , et d^un signe négatif celles 
.qui. agisse du côté directement opposé. 

On voit que : l!on entend par moment relatif, le produit d'une masse par sa 
vitesse virtuelle relative, estimée suivant sa direction. On emploiera toujours ce 
jnot dans cette acception : Galilée et Wallis {Mécanique analytique de Lagrange, 
tom. l*^^ , pag. :ao! et âi)^ ont employé ce mot dans le même sens. Lagrange 
trouve Facception donnée à ce mot par ces deux savans , plus naturelle et plus 
gMiérale ,. et ne voit pas pourquoi on Fa 2J[>andonnée pour y en substituer une 
autre , qui exprime séukment la valeur du moment dans* certains cas* 

On désigneia sons le nom de vitesse virtuelle absolue , la vitesse virtuelle dé- 
tjenninée suivant la direction des forces , en les supposant indépendantes les 
une» des atitres, et sous le nom de moment absolu, le produit des forces par 
leur ^tesse virtuelle absolue. Le moment absolu d^une masse peut donc être 
représenté par un poids , dont le* produit , par Fespace vertical qu^il tendrait 
à parcourtr dans k même unké de temps, serait égal à ce moment» 

Conditions de V équilibre â^ plusieurs corps qui agissent tes uns sur tes 

aiùtres au moyen de plans inclinés^ 

5. là condition d¥q^ilibre pour le plan incliné est absolument la même ; 
soit im plan indiné abc (Fig^.a), r-uae masse tendant & se mouvoir parallèle- 
ment k ab^ p une autre masse tendant à se mouvoir verticalement et liée k 
k masse r par une corde rap parfaitement flexible et inextenâble , de ma- 
nière que r parcourt toujours , suivant la longueur du plan incliné ,. un. eq>ace 
^égal à. celui dont le point jp montera ou descendra verticalement; Fe^érience 
prouve qull y a équilibre , lorsque la puissance est à la résistance , comme 
la hauteur "du ]^n est à sa bngueur , c^est-à-dire , lorsqu'on ^ plr l'[ac l db 

V . ; v>cAc 

et par conséquent p =± *-=— r — ^ 
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Lorsque la masse p parcourt nû espace quelconcjue wlri^ la mas^ r par** 
court mn égal k wlri : en formant le triangle rectangle mno par la rea-^ 
contre dWe horizontale passant par le point m^ et d^nne verticale passant 
par le point nf la ligne no représentera la vitesse virtadie relative de k ré- 
sistance estimée suivant sa direction. 

D'après le principe général énoncé dans Fanide précédent ^ pour quPfl j ait 

équilibre, il faut que rxno z=zp x nfm'onp = — j— y- , et c'est ce qui est d*après 

le résultat de Pexpérience , puisque les triangles* mno et ifbc étant semblables ^ 

on 2^ — 7- = — ; il V a donc ipncore équilibra entre des masses se mouvant sur 

des plans inclinés ^ quand ta somme de leurs momens relatifs est égale 
à zéro* ' • 

Quand la masse p^ au lieu de ^ mouvoir suivant la verticale , «e nieut . soi^ 
vaht une autre ligne inclinée , on trouve encore le même résultat* 

Enfin, lorsque les masses se meuvent sar des surfaces courbes, celles-ci 
pouvant être considérées comme une suite de* plans infinimeat petits y en tiraiMt 
une figne suivsmt Pinclinaison de l'élément de la courbe sur laquelle se meut 
la masse donnée , on a la direction du mouvemçnt , et en en prenait une 
certaine partie que Pon terminerait par une hormmtale et par une verticale^ 
on aurait le profil abc (Fig. 2) , qui étant connu , fournirait ccrus les ^meps 
nécessaires pour trouver le rapport des vitesses virtneUes^ 

« • 

Généralité du principe des "vîtQSses "virtiiçUes. 

m 

à 

6* Le prindpe des vitesses virtuelles* est. donc commun aux deux seuk moyens 
employés en mécanique , pour la combinaison des forces , tandis que Pénoncé 
de Péquation d^équilibre dans laqudle on remplace Pezpreasion de vitesse 
virtuelle par celle de bras de leçier^ n^est applicdde qu^au levier seul» 

^application du prindpe des vitesses virtneles n^çnge pas. d^aîUeurs qu^on 
établisse leur valeur absolue, mais seulenuMt leurs. rapporta, le^^ls dati3 
les mouvemens de rotation sont donnés par la longucivr des bras de levier 9 
ei dans les plansindinés par la longueur de la base et la katuev de bes ipUms* 

En considérant, en outre, que les propriétés essentielles :de9 . \iîtetfes vir» 
tueSes scmt les mêmes que celles de vitesses réelles (uàiKhitetlUire kjrdrxxi4Ulue 
de M. de Prony, lom. i^h P9ge' 336),, puisque le. piîndpe général de .la 
^^amique appfiqué aux macbines^ ^t que les. produits de. la puissanûe et 

3* 
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de h résistance p^ hws ^tesseft relatives ^om toujours égaux ^ on doit ea coor- 
dure que ce pcmcipe fondam^ital <!?» deux partie de la. n^écaaique ^<%dv^ 
les caractères des lois de la nature qui sont générales et uniformes» 

Anssi^ mLiHiistre Nhâieinatkieii a dit (Lagrange^ tom. l''^9 page a3^ Méctaù^ 

que anafytiqué) « qu'il croyait pouvoir avança; que tous les principes gé- 

» néraux que Tobl pourrait peut- être encore découvrir dan» la sd^ice de 

» Péquilîbre , ne seraient que le même principe des vitesses virtuefles envî- 

» sage différemment et dont ils ne différeraient que dans Pexpressîon. Il 

» pense (p^ige io) que dans. . le levier et les autres machines cetfe loi est fa- 

» cile à reconnaître ^ que Guido Ubaldi est le premier qui Paît aperçue dans 

» le levier et les machines qui ien dérivent ^ et que Galilée Pa. reconnue en— 

!» suite - dans les. plans indinés« Il ajoute {page ù^t)^ que, soit que Pon re- 

» garde ce principe comme une propriété générale ou comme la vraie cause 

it de IPëquilibrey il atoute la âmplicité que Pon peut désirer dan^ Un prin- 

» cipe fondamental ejtqulliest en outre recQupnai^dable, par sa généralité. 

i^-W^niS'le «mmderonfl conunb une pti^élé générale de la matière et du 

ÉMuVeniei(it^coDimeime loi db ki ni^ttire rendue incontestable par les ûits. 

> • On t^it parlai manièiae doux! nous avj6tù^ étahU. le principe des vitesses vir- 

tueïe^^ que uottsi pensons qiie^.lcnrsqu^il s^agit de k cîouibinaison des forces et 

des corpf^'do mouvement-et dd la matière dont le9 e$$ences .sont également, 

mcotmûes, il faut^ pour ne paa.s^é^er^' remcmi;er des faits aux principes :. 

un esprit privilégié croba pleut-iêtre devoir suivre la: route opposée ^ mais dans 

ce cas, on ne çroif pas que Pon puiisse jamais trouver des résultats contraires 

à ceux que Pon a déduits de faits aussi authentiques qu^uniformes. 

Conséquence du principe des vitesses virtuelles^ 

7. L^/prindpe 4^ ivitefi^. virtuelles. étf«it Kir^agajtile ^ cm, en déduira U, 
conséquence 5mv8ai()i|)qm semblje* immédiate-^ m^ qui s^i^sTpeu^tre coaftesliéf; ^ 
pèn-cQ "qu^en ' vo%danqé vî^er Jea difiailtés .qui r&ultent , dans la solution (Jfss pro- 
kèirïeiiiâe'njéauljqtieyfdeiiai ooàsidéiratîosi du mouvement, au liea de les 
shùtAer fiJbsKîhcfmek y quelqnésisavans Àockine^ ontiadopté m principe ; contre 
hqxiélW.rédâlké lâgraégé , comme QÀPft yii (a^t* 3)^<:^èstde traiter les.forcea. 
en gé^s^I / àcfbt ia-ipr4)dttction du mf^u^êment.^tiPessence, en iàimtt abs- 

' On> pcïisé Su- ><jÈWtra«re>^ qof na^ p<> Want apjplîqùcr , k prinopç ]de4 > vîispsef . 
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sèment des équaUons relatives à la solution des problèmes de mécanique^ 
avoir égard caix circonstances qui ont nécessairement lieu ^ quelque petit 
que soit le mouvement supposé* 

S^il est pQ^piis de démontrer la vérité d^unq propositioii ^ par les absurdité^ 
qui résultent de la proposition contradictoire , et par les erreurs que sa non 
observation pourrait faire commettre ^ il sera facile de prouver celle du principe 
que Pon vient dénoncer. 

En faisant abstraction de toute considération de mouvement ^ dans Féqua- 
tion généralement adoptée pour établir TéquilLbre du voussoir supérieur ef 
de la partie inférieure d^ime voûte ^ lorsque la rupture est supposée avoir lieu 
aux reins et à la clef ^ on doit regarder le voussoir supérieur comme pendant 
à renverser la partie inférieure de la voûte , en ayant Tarête de Fintrados du 
joint de rupture du rein pour axe de rotation , tandis que le pied-droit et 
la demi-voûte entière ^ que Fon doit considérer d'après Fhypothèse comme ne 
formant quW tout , s^oppose à cette puissance en ayant Farète extérieure du 
pied-droit pour axe. 

En établissant Féquation d^équilibre diaprés cette hypothèse et d'après . Iç 
principe des vitesses virtuelles , il s'ensuit que la masse du voussoir supérieur 
doit être muhqpliée par Fespace vertica] qu'elle parcourrait en s'abaissant ^ dan^ 
le même temps que le piédroit s'élève d'une certaine quantité , et que toute 
]§ demi-voûte , don,t le voussoir supérieur fait partie , doit êti^ isn même temps 
multipliée par un espace vertical en >ens inverçe , déterminé par la quanûtQ 
dont le pied-drcHt a dû s'élever ; la même partie du voussoir supérieiju: deviiait 
donc, dans ce cas, être multipliée par deux espaces verticaux directement 
opposés qu'il faut supposer parcourus par le même point et en même temps ; 
proposition évidemment contraire à Faxiome qui reconnaît que le même point 
ne peut en même temps parcourir deux lignes différentes. Pour éviter ces 
erreurs , il faut donc supposer , comme Fa fait M» Gauthey , qu'une partie du 
voussoir supérieur s'appuie à l'extrados de là def et Fautre à Fintrados du 
joint de rupture , et que c^est seulement la partie qui s'appuie à Fintrados du 
joint de rupture qui s^élève tan& que Fautre s'îabaisse. 

On crcHt <^e que dans la statique , lorsque l'on établit les équations d'é-* 
qniUbre , on doit avoir égard aux circonstances qui ont toujours lieu 
quelque petit que soit le mouvement. Le mouvement que Fon suppose est 
d'ailleurs le plus petit posâble, puisque Fespace parcouru est supposé per- 
pendiculaire à l'extréiûité du bras de levier. 
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Les corps placés à la surface de la terre éprouvent en réalité des mouve- 
mens pkis considérables par Teffet des ébranlemens terrestres qui sont û 
fréquens ^ des ouragans , des coups de tonnerre , etc. Dans ces circonstances , 
si petites que soient Felasdcité et la compressîbilité des matériaux ^ elles sont, 
nécessairement nïises en jeu^ et dans les constructions voûtées le voussoîr 
supérieur peut alors osciUer plus ou moins ; Ton a remarqué dérailleurs que 
c^est principalement lors de la durée de ces phénomènes que les désunions 
et les renversemeûs ont lieu* Cest donc un second modf , dans Fintérèt de 
la stabilité des constructions , pour avoir égard aux circonstances qui ont tou- 
jours lieu ^ quelque petit que. Ton puisse supposer le mouvement de la pui^ 
sance et de la résistance ^ conunent d^ailleurs s*j refuser dans les équations 
d'équilibre relatives aux voûtes , puisque Je mouvement du voussoir supérieur 
a toujours réellement lieu lots de leur décintrement. 

^ Les principes généraux que Ton vient de rappeler et d^établîr étant suffisans 
pour la solution des questions que Ton se propose de traiter , on va montrer 
par des exemples combien leurs applications sont fkdles ^ les employant depuis 
de longues années , on a trouvé constamment qu^ils amplifiaient et rendaient 
les solutions plus daires et pius satisfaisantes ^ persuadé d^ailleurs que les ap^ 
plications sont les seuls avantages réeb des découvertes des sciences pour la 
société , on a chercbé à mettre Papplicadon des principes des vitesses virtuelles 
le plus possible à la portée de ceux qui sont appelés & en faire usage. On 
a donc uniquement fait usage des considérations de la Ijéométrie smple ^ et 
les résultats ont été les mêmes que ceux que Ton aurait obtenus diaprés les 
principes des mathématiques transcendantes. 
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Application du principe des vitesses virtueîks à la poussée des 

voûtes. 



Circonstances ordinaires de la rupture des ^voûtes» 

8. v/n nomme partie ou voussoir supérieur^ 'h pordom de voûte qui 
se trouve au-dessus du joint inférieur où la rupture a lieu, et partie infé^ 
rieure^ la portion de voiite et de pied-droits, s^il y en^a, (jui se trouve an^- 
dessou» de ce joint» 

JusquHd il n^existe point de thëorfe générale qui* fisse connaître le joint 
de rupture des différentes espèces de voûtes que Ton peut construire ; on ne 
^connaît ce joint que par expérience. Le Corps des ponts et chaussées est 
celui qui a recueilli le plus de faits sur cet objet. MM. Gauthey et Sganzin , 
dans leurs ouvrages , citent un mémoire de M. Boistard sur ce sujet : le premier 
en présente les principaux résultats , et le second les applique aux dimensions 
i donner aux principales parties des voûtes. 

n résulte d'un grand nombre de &its et d^expériences , que dans les terrains 
et avec des noatériaux non susceptibles de tassement , lorsque la partie inië- 
rieure de la voûte est trop faible pour résister aux efforts de la partie supé- 
rieure, la voûte se rompt suivant le joint hd (Fig. 3) (^), si ce' joint existe, 
ou si la cohérence des élémens de la clef est trop faible , et dans le cas con- 
traire suivant le joint le plus voisin de hdj le point d placé à Fextrados de la 
voûte s^abaisse en /, et le point b en V^ en se séparant du voussoir voisin* 
Une désunion en sens inverse a lieu en même temps au joint J^ de rupture', et 
le mouvement du pied-droit se fait sur Taxe de rotation 9. 

Lorsque le terrain est susceptible de tassement, au lieu' dé se mouvoir sttr 
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C*) Les lettres italiques ont rapport aux figures, les petitëar ca^itales'se rapportent ailac 
quantités simples connues ou non connues relatives aux problèmes À résoudre', et 1er 
lettra ma|tt8cules aux quantités oomphsM*» 
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Farête en /, le pied-droit peut se mouvoir sur Parête p^ lorsque la verticale ^ 
passant par la résultante des deux pressions latérales opposées qui agissent sur 
la surface des fondations/?^, tombe entre Farête q et 1^ point z , que Ton suppose 
être le centre de gravité de cette surface. 

La pression latérale qui a lieu du côté de Farête q^ est produite par Fac^n 
de la portion du voussoir supérieur qui s^appuie en ^2, et qui, en descendant 
de d en / , ferait parcourir au rayon g^p la perpendiculaire g^W, et au point 
q Fespace qq[ perpendiculaire au rayon pq. 

La pression qui agit du côté de Farête opposée p , provient i^. de la partie 
du poids du voussoir supérieur qui repose en ^ , et qui décrit Félément g^r^ 
quand le voussoir supérieur décrit Fespace di^ !x^. de Faction du voussoir 
mf gif àùDt le centre de gravité décrirait un élément proportionnel kg'r'. 

Les verticales passant par les centres de gravité de ces deux masses tom- 
4>ant entre le centre de gravité z et Farête p^ la résultante de leur moment re^ 
latif à Faxe q tend à faire décrire au point p un espace pp^ perpendiculaire à 
pqf tandis que la masse <du pied-droit pqmp dont le caatre de gravité est 
jni{^>oae ^ dans le cas présent ^ passer par la même verticale que celui de la sur- 
face des fondations , tend seulement à fidre enfoncer , sans s^indiner , la masse 
totale du .pied*droit. 

Lorsque la verticale passant par la résultante des deux pressions latérales 
iypposées tombe entre le point z et Farête /?, la rupture peut ne pas avoir 
lieu , parce que les deux parties inférieures de la voûte , qui se pressent alors 
contre la partie supérieure, peuvent ne pas avoir assez de puissance pour 
la soulever , en surmontant la résistance qu^oppose à ce mouvement, sur les 
dwx jomts de rupture qui .devraient alors se former., le poids de la partie 
supérieure de la voûte, la presâon produite par les deux parties inférieures 
jet la cohésion des mortiers. 

Equation d^ équilibre des parties inférieures et supérieures des voûtes • 

Q. La position du joint de mpture a été déterminée par Fexpériençe dans 
certains cas particuliers , et Fon se servira des connaissances acquises sur cet 
ob)€t conune dW point de départ pour trouver la poâtion exacte du joint 
de rupture qui correspondrait au maximum d^action du voussoir supérieur d^une 
voûte donnée ^ et que Fon désignera 30us le nom adjoint de rupture maxiimum. 

Soit bn (Fig. 4) î^ J^^ ^^ rupture indiqué par les expériences connues , 
pour une demi-voûte quelconque cs'^.etf dsms 4:ie cdsbctnse trouve en être 
la partie supérieure et bs'hgn la partie inférieure. 
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Tmu* pouvoir appliquer k formule géûéraie dé Fëquilibre des voûtes ^ il faut , 
dans toutes les hypothèses , déterminer le moment de h partie supérieure et 
celui de la partie inférieure , relativement aux axes de rotation respectif n et h. 

On supposera au profil de la demi-voûte cs'hgt , comme à celui du magasin 
i poudre de Vauhan , un intrados circulaire à plein cintre , et un extrados 
partagé en deux lignes droites égales et également inclinées sur les côtés pour 
Pécoulement des eaux , ce profil étant le plus généralement usité dans les cons- 
tructions militaires : mais la marche et les principes <{ue Pon va suivre pour- 
rait ètne facilement aj^liqués à toutes les voûtes , quelles que soient leurs di- 
menions et leurs figures. 

On déterminera le vohime et la poâtion du centre de gravité du voussoir 
supérieur bctn , ^i cherchant ces deux quantités pour les volumes réguliers abc 
et ont. En nommant A le premier volume et B le second , C le bras de levier 
du volume A relativement à Paxe n , et D celui du volume B, le moment dû 
voussoir supérieur sera égal à AC — BD relativement à cet axe. 

Nommant de même E le volume acs'ef duquel on a retranché le volume A ^ 
F la distance horizontale de son centre de gravité à la verticale passant par egf 
et T Pépaisseur kg du pied-droit qui est ordinairement la quantité à déterminer, 
le bras de levier des volumes acsf^ relativement à Parête h sera égal à F -|- t, 
et son moment à E (F -{- v)* 

Nommant G le volume^ ime et H la distance horizontale de son centré de 
gravité à k verticale eg^ le moment; de ce volume relativement à Parête h 
sera égal à (H + t) G. 

Enfin ^ nommant p la hauteur eg^ le volume du pied-droit sera égal à pt, 

Y PY* 

son bras de levier . relativement à Parête h ^ sera - et son moment — • 

Lorsque le voussoir supérieur cbnt tend à renverser le pied-droit efegh en 
le Ëûsant tourùer sur son arête h , diaprés le principe d'équilibre (II) énoncé 
(art. 4 ^t 5) , la somme des momens relatifs devant être égale à zéro , on aurait j 
.en supposant égales les densités de tous ces volumes ^ • 

AC— BD— E(F-|-Y)-hG(H + T)-^— = (ffl)^ 

si les vitesses virtuelles absolues (art. 4) ^ éuient les mêmes que les vitesses vir- 
tuelles relatives ^ mais cela peut ne pas être , parce que ce mouvement se ùSt 
sur deux axes différens , que Pon peut regarder comme des charnières , dont 

4 
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rébdgneikieiit d^ ceotneg de routioa eit cûnstaaL Pour «t Juger ^ il &iiC éla* 
blir le rapport des espaces visnkaïuc parcsonrus nmiikanémeni par les masses ^ 
e«i le rapport de leurs vitesses virtueUes rjelatîves; c^est ce que Ton va fàke 
d^apriss les principes ëtaUb dans la première partie du Mémoûre, el par le 
secoure de la Gcométrie seule ^ afin d^ea rendre la démonstration daîre aux 
)bgenieurs auxqii^ls le calcul intégral peut ne plus être familier , et aussi parce 
que ceue man^èr^ ide traiter la question a donné des résultats nouveaux : eUe 
prouve entre autres géométriqwmenlt ^ que les <piantités déâgnées jusquUd sous 
le nom d^infinimeai petits du second ordre sont ^ dans le cas particulier que 
Fon a traité , égales à zéro rebtivement aux quantités du premier ^ enfin parce 
que c^est un ex^ople qui m<»itre combien f applicaâon du principe des vitesses 
virtuelles au moyen de la Géométriie , d^aiflieurs peu usitée , est &dle et sajtb- 
iàisante, en ce que Fesprit suit sans difiicu)!^ la manche des <piantitës qui en- 
trent dans la solution des problèmes* 

Soit (Fig. 3) bdPIhn le profil de la demi-voûte et de son pied-adroit , ^g le 
joint de rupture du r^in de la voûte ^^bd\» joint de rupture de la clef* En 
supposant le terrain ejL Ips mat^ériauy non susceptildes de tassement et inalté- 
rables, le point d placé à l'extrados de la def, eataoumis à Facdûn des deux 
demi-voussoirs supérieurs opposés , et n/d peut décrine un élément vertical di 
si petit qu^il soit , au lieu de Pélément de cercle do que ^ s^il était libre , il dé- 
criraît dans le même temps avec le rayon 4g >! ss^as que le point g décrive 
un élémcsnt qudconque de cerde gr avec le rayon gl^ dont la longueur ainsi 
que la position du point /, sont regardées conune invariables* 

On suppose conune précédemment greldo asse^i petits ponr pouvcm* être 
considérés sans erreur comme des droites perpendiculaires aux rayons dg etgl. 

do 
Soit gr = z et • = — , on a €2o = • z. 

. Pour simplifier les calculs ffa supposerais^ =: c ^ ads^D^ag :s:f^gu:=iGy 
lu =H^gl = h et cg=icb = ». 

Les triangles dio et gmr composés des v^erticales di et mr^ des faorispQntales 
io et gm , et des élémens do et gr perpendiculaires à Fextrémité des rayons dg 
e^gl^ qui seraient décrits simu(tanéineAt , ét^t semblables aux triangles od^ 
ttglu^ Fon ^di: do::ag: dg'^ 



I 
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roaaausdgr : gl'.'.mr-.luW gm\ gu^d^aaToa tire 

/grxlu\ m .^. ^ f §r x gu \ ez ^ 

Les lignes gd et gl étant invariables se trouvent être les bjrpotbénuses ^ la 
première des deux triangles agd et c^ir^ et la seconde des deux triangles glu 
In^f on a donc 

dg' = a^+ag' = (ag-\'gmy + (ad—mr—dif = h' + t' 

/ GZ\* / HZ F#Z\* . , gV , 2FGZ ^ hV F» V 

=('+r) + (—i:-— j ='"+-r^+— +" + -+ — 

hdhz aDF«z arn^z* ^^^.. 



L C CL 



On aura ^ par les mêmes raôsons , pour les triangles g^/w et Iru' ^lg*:=zV = gu* 

H*Z* !2 GHZ G*Z* 

a GHZ 



9 d'où Ton tire z* = o ^ en observant que g*4- »' =ï'*' 



En substituant la valeur de z* dans Fé^ation (Vil) , c*est-à-dii^ ^ en Supprî- 

c 
mant tous les termes dans lescpiels se trouve z% on a « = (fg — dh) x — ? 

valeur de m déterminée tfone manière indépendante de la quantité élémen- 
taire z* 

Substituant la valeur de • , dans l'expression de la valeur trouvée prëcë* 
demmem pour di , qd est U vitesse virmette retofive du vobbcmt sopérMir, èsti- 
mée suhrant la (Krectioii de b force , dn a 

j,.^/°-°%t^^!2z:gg. (vn). 

DL rg DL ^ 

Avant de feîre usage de la valeur des vitesses virtuelles que l'on vient de 
trouver , on observera que , dans tous les cas analogues à celui que Ton traite ^ 
les arêtes des voussoim étant supposées indestructibles , le p<Mnt d ne peut s'a- 
baisser d'une quantité, si petite qu'elle soit, sans que le pobt g s'élève 5 une 
portion du voussoir supérieur tend donc à s'élever et s'oppose à l'abaissement 
de l'autre. 

Pour introduire cette téAnmée ôbbé ré^àtiôû génénàè , mi remarquera que 

4* 
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le poids du voussoir supérieur peut être considéré comme divisé en deux parties ^ 

Tune qui s^appuie en ^2 et Tautre en g. 

Le moment du vousscHr supérieur est égalàÂC — BD et sa masse à A — B; 

son centre de gravité étroit en f^^ son bras de levier gv' (Fig, 3) relativement à 

„ , . AC— BD ^ ' ' 
Taxe g est égal a— =M. 

Le poids du voussoir supérieur étant réjparti sur les points det g ^ en raison 

inverse des distances horizontales du point ^ aux points a et g" , on a , en nom-* 

mant S" la partie dé la masse qui s^appuie en d (Fig, 3)^ S" (f — M) = (A — 

M 
B — S") X M. D'où Ton tire S" ={A — B) x — , et mettant pour M sa valeur^ 

AC-BD 
on a S" = • 

F 

AC— -BB 

La portion du poids total qui s'appuie en g sera donc A — B 

di étant l'expression jde la vitesse virtuelle du point d relativement à Paxe g^ esti- 
mée suivant la direction de la force , et mr représentant celle du point g^ relative 
à Taxe /, la portion du voussoir supérieur qui repose en d doit être multipliée 

FG DH „ . H 

par z-. 9 et ceUe qui repose en g par z. - • 

L'expression de la vitesse virtuelle relative de la parde inférieure de la 

BZ 

voûté ^ quand le rayon gï décrit l'élément z^ est —, en supposant lebras de 

levier = B. 

L'expressioa du moment virtuel absolu de la partie inférieure de la voûte y 
dans lequel b entre déjà comme facteur , doit donc être en outr€ .muldpUé^: 
z 

L 



z 
par - <) poiu* avoir celle du moment virtuel relatif^ ce moment devient 



[-E(F+,)-G(H+,)+n:]i,e.r^doo(m), 

I 

-G(H + Y)+^"]î. (Kbis).: 

Ott aurait pu simplifier dans la théorie l'expression de cette équation } miôs ^ 
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comme eUe a été établie pour être appliquée , on a cru devoir donner une 
lettre différente à toutes les quantités dont la valeur doit être déterminée 
séparément. 

En observant que h = r — f-|-y et en réduisant on a 

G PV 

(AC— BD)-=(A— B)(r + t— f) + E(F+y)— G(H + t)+— , (IX). 
équation qui est la même que celle de M* Gauthey , qui se trouve page 817 de 
son Traité de construction des ponts ^ car AC — BD'=:/i4 - p^ ^ - 

KIT 
= ^, (A— B) (r + t— F)=MKRetE(F + y)— G(HH-y) = »+KS. Le 

terme py* ne ^j trouve pas , attendu que M. Gauthey^ n^a point supposé de 
pied-di*oit à la voûte. 

En réduisant) en coordonnant relativement à t et en dégageant on a 



=-(^-=^^=^)± 



l/T^ (AC— BD) — (EF— GH)-<A+B) (r— f)] ^- + Ç" B+E— G V ^^ • 

On observera que les voûtes ^ lors de leur décintrement ^ font toujours un 
mouvement quelconque^ que les arêtes des voussoirs ne sont point indes- 
tructibles , comme on IV supposé , et que d^ailleurs le mortier qui les unit n^ayant 
pas acquis ) lors du décintrement ^ toute la dureté dont il est susceptible , il 
(àut supposer le point d placé au maximum d^abaissement que Fexpérience 
prouve qu^il peut atteindre à Textrados des voussoirs. 

La marche que Fon vient de suivre pour établir Téquation d^équilibre des 
parties inférieures et supérieures de la voûte est toute géométrique ^ au lieu 
de Fexpression infiniment petits ^ en parlant des élémeiis des> courbes ^ on a 
employé celle dé assez petits pour powfoiir être considérés cirante .des 
lignes droites perpendiculaires à t extrémité de leurs rayons ^ qui paraît plus 
précise ; les résultats ont été les mêmes que À Ton avait procédé diaprés lés 
règles du calcul différentiel ^ ils ont prouvé en outre que 2*^ qui représentait 
ce que Ton appelle un infiniment petit du second ordre était , dans le cas 
présent) égala zéro relativement aux quantités élémentaires du premier ordre ^ 
résultat que Ton croit avoir été fourni pour la premièi^e fois par Ja'Géométrie. 

Le calcul différentiel donne d'ailleurs un moyen très-prompt de déterminer 
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le rapport des vitesses virtuelles relatives des parties supérieures et inférieures 

d^une voûte, dans Fhypolhèse qui vient d^être suivie. 

Soit bd (Fig. 5) la verticale passant par le point d^ extrados dil joint de 
rupture à la clef, et è^ une perpendicillaire à la ligne gl urée du centre de 
rotation ^ de la partie supérieure de la voûte au centre de rotation / de la 
partie inférieure. 

NoiÏHïiant É Fanglé deg , M M k les côtés de et eg du triangle deg dont 
le côté dg est , comme on Ta vu , supposé égal à c , on a diaprés les pro- 
priétés des triangles , qui ne renferment ni angle obtus ni angle droit 

c* 4- m' -f «• — a NM . cd5. E = G (XI) 

En supposant m et n variables , dg restant le même , une de ces qusoitità 
augmente tandis que Tautre diminue : supposons que n augmente , alors eg 
devient er et de devient ei} différentiant Téquation et réduisant^ on trouve 

dn H— M COS. E gp di 
dis M — Il COS. E ad gr 

gz étant le prolomgeiûent dé ^2^ , les triangles adg et gijLz sont semblables»^ 
On a donc dg \ ad \\ gz \ gu ou c \ t^ \\ gz \ o ei gz=: — . On trouve de 

A FG I - tG DH t ,, *. 1 t 

même us = — et & = uz — lu = 5 «w étant égal a h. 

D D ^ 

FG '^^^ DH 

Ail moyen des triangles semblables glz et dj^g on a df = \ abai»- 

$ant la perpendiculaire dihj sac le prolongeaient gl^ on a les deux triann^ 

* i?f* ^m^» un 

gles semblables dfm et glu desquels on déduit dm = gp =z ^ 

m dn FOr— DH ,, P i f% rtJtxrs ^' f 

et — ou — =?= ^ comme on la trouve précédemment (V IIl) ; — étant 

on s d» m. '^ ^ ^^ gr 

ffp 
égal à^) dn voit que ce rapport pourrait être déteiminé graphiquement. 

Ge rapport a été trouvé le même par MM. Lagrange et Ganthey, et il est 
donné par les résultats du calcul différentiel et ceux de la Géométrie : il doîf 
4onc être regarde comme un élément fondamental de Féquadon de Féquil&re 
dès voûtes^ dans Thypothèse précédente. 

I/équation ' (IX) se nklult d'éiUeurs à avoir le produit du moment absolu 



9 
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du voussoir supérieur par la hauteur verticale de V intrados du joint de 
rupture g , au-dessus de la surface supérieure des fondations Ih ^ diwsé 
par la distance verticale de ce point g à F extrados à ^ égal au moment 
absolu de la partie inférieure et à celui de la masse du voussoir . <m- 
périeur supposée réunie en g (J^ig* 3) 5 reJatii^emen^ à F arête extérieure 
du pied-droit. 

On a vu (ait. 4) 9 ^ V^^ ^^^^ entend par moment absolu. 

Les momens des voussoirs supérieurs et inférieurs des voûtes , ayant pour 
&cteurs des arcs de cercle ^ on ne peut se servir des principes du calcul diffé- 
rentiel pour déterminer le joint de rupture maximum : ce n^est donc que par 
tâtonnement que Ton y parvient ^ mais comme les élémens des voussoirs ont 
tiinè épaisseur déterminée et que la rapture ne peut ^ quand las matériaux sont 
ce quHIs doivent être ^ avoir lieu que sur un }oint ^ en partant des connais- 
sances acquises par Fexpérience sur la position du joint de rupture , il suffira ^ 
le plus souvent ^ d'établir réqi^atioB dVquilibre pour ce jomt el pour les deux 
joints voisbs ^ pour obtenir le résultat que Ton cherche. 

En supposant constantes toutes les dimensions de la demi -voûte, ainsi 
que la hauteur du pied-droit, on ne pourrait, en faisant varier le joint de 
rupture , établir dans tous les cas , Féquilibre résultant de Téquadon (IX) , si 
Pon ne considérait Tépaîsseur du pied-droit comme variable j car cette équa- 
tion peut êti*e représentée, comme Fa fait M. Navier, dans la nouvelle édi- 

lion ^e la Science des Ingénieurs de Bélidor, p^rpp -i px^ = Qp' en sup- 

posant J ^^ y égaux aux distances verticales de Pintrados du joint de rupture 
du rein de la voûte , à Parête extérieure du pied-droit , et à Pextrados du ^oint de 
rupture de la clef, p égal à la masse dn voussoir supérieur, p à son bras de 
levier, x à la distance horizontale du point g (Flg 3) à Faxe /, Q à la masse 
de la partie inférieure de la voûte et p' à son bras de levier» 

Quand la valeur pp '^ augmente ^ou 4p4i^ms W faisant varier le joint de 

rupture , Qp' doit nécessairement pouvoir varier ^ autrement , ce serait sup- 

poser que fxf a augmente ou a ^liinintté de la m£me quantité que pf ^y 
|m^>esitioQ que Pon ne voit pas le moye.i de démontrer» 
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des culées beaucoup plus épaisses, et les Ingénieurs n^ayant pas soumis au 
calcul la cause de ces variations, ont dû adopter des règles plus ou moins 
incertaines. 



Nouvelle ccatdition indispensable pour la stabilité des (voâtès» 

détabUr Véqùation d'équilibre qui en dérive^ 

1 1 . Toutes les dimensions d'une voûte et de ses pied-^lrœts étant déter^ 
minées de manière à empêcher le mouvement horizontal des assises et èthsl 
de la rotation sur Paré te / (Fig. 3), il faut encore, pour en assurer la s£a<^ 
bilité, empêcher quand le terrain est susceptible de tassement, qu\m mou- 
vement de rotation ne puisse se faire sur Parête p parce qu^alors q pourrait 
descendre en </', et des lignes de rupture se former en/'g^ et en fr^, comme 
quand le mouvement a lieu sur Taxe /. Cette rupture arriverait , comme on Ta 
déjà dit (art. 8) , dans les terrains compressibles ^ si le moment de la presâon 
latérale de là partie dû voussoir supérieur qui repose en d^ qui tend à (aire 
décrire au rayon g'p f élément g'r' , et par conséquent à faire indiner la sur- 
face des fondations siir f arête ^, était plus grand que la somme des momens 
des pressions latérales opposées, provenant de la portion du même voussoir 
qui s'appuie en g", et de la partie inférieure de la voûte 5 il &ut donc dé- 
terminer ces différens momens pour pouvw établir Féquation d'équilibre 
qui doit empêcher toute inclinaison de la demi -voûte sur la sur&ce de ses 
fondations 

Pour rendre palpable la manière dont on peut , dans ce cas , appliquer le 
principe des vitesses virtuelles en n'employant que les principes de la Géo- 
métrie , comme on Pa fait dans les articles précédais , en observera que Voa 
peut considérer , sous le rapport de f enfoncement qu'il doit éprouver , une 
masse de maçonnerie placée sur un terrain, compressible homogène , comme 
un corps flottant sur un fluide , dont la densité serait teSe que cette masse s'en- 
foncerait également dans tous deux, en faisant abstraction de la pression 
latérale de ce fluide , que le terrain n'exerce pas. 

în outre, un corps dont on aurait, d'après les principes de stabilité des 
corps flottans , déterminé la posidon relativement à un fltiîde quelconque , 
la conserverait , à plus forte raison , sur des terrains compressibles et homo- 
gènqs, puisque leur résistance à la presâon augmente en raison progressive 
de renfoncement dii corps qui en refoule les élémens, tandis que celle des 
fluides n'augmente qu'^n "raison proportionnelle. 
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DVprès la première condition de stabtUte généralement reçue ^ k masse d^on 
corps flottant ^ pour être stable , doit être égale 4 celle du fluide qu'il a àé^ 
placé en $y enfonçant ^ et diaprés la seconde ^ le centre de gravité de la 
maase de ce fldde et càm de la masse du ccnps flottant^ doivent se trouver 
dans la même verncale. 

Sqk un cmrps cabdfe (Fig. 6) ^ dont les profils se voient (Fig. 7 et 8) ^ 
ayant une base horizontale quelconque à faces latérales verticales et terminée 
par des lignes droites comme la surface des fondations de» magaâns à poudre 
ou des revétemens de Vanban : supposons cette base chargée d'^un poids mo- 
bile L permettant de porter^le centre de gravité total du système dans des 
verticales passant par différens points donnés de cette base» 
* Supposons aussi ce ccHps flottant sur un fluide d'une densité tefle ^ que 
quand la base de ce corps s^incline sav une arête ^ par exemple de p ea p^ 
par Faction de la masse flottante^ tandis que Farête opposée q reste à la sur- 
face du fluide , Fespace pp^ parcouru que Fon supposera égal à un ^ puisse 
être considéré comme perpendiculaire au rayon pq. 

De ces hypothèses et des principes sur la stalalité des corps flottons ^ on 
déduira les dnq corollaires suivans ; 

1^. Quand le corps flottant s^enfonce dans le fluide sans s^incliner , le centre 
de gravité de la masse du fluide déplacé se trouve dans- la même verticale 
que celui z de la base de ce corps , pinsqueje volume du fluide déplacé peut être 
considéré comme composé de tranches parallèles , formées successivement par 
cette base pendant son enfoncement ^ et réciproquement quand la verticale 
passant par le centre de gravité de la masse du système flottant ^ passe aussi 
par celui jb de la base de ce système^ celui-ci s^enfbnce dans le fluide sans 
s^cliner d^aucun côté jusqu^à ce que la masse déplacée soit égale à la masse 
flottante. 

a^« Si là verticale passant par le centre de gravité du système flottant y 
passe en même temps par le centre de 'gnmté m ou n de la masse du 
fluide déplacé pqijf ou p//q (Fig. 7), égale à cette de ce systèmoi, et dont 
on suppose les arêtes p oa q sur toute leur kwgueui^ k la surfiice du fluide , 
il y aura encore stabilité , puisque les deux conditions en sont remplies par 
lliypothèse même. 

Pour distîn^er FimiieraKm swik inclinaison de celle avec inçlb^ifiOU), on 
déagnera dorâiavant les v«4unMS déplacés pq^ ou qppl^ ^Qus ie xkom ^ 
prismes dlmmamsn* 

5* 
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3^. Si la verticale passant par le centre de gravite du système flottant tombe 
entre le vcentre de gravité m ou k des prismes d'^immersion pqcf on pffq ^ 
et celui z de la base de ce système^ celui-d s^enfbncera, et s^inclinera en 
même temps sur cette base , puisqu^on peut "isnpposer la masse du système 
flottant décomposée en deux autres , agissant verticalemient Tune sur le centre 
de gravité ;5 de la base^ et Fautre sur celui k ou m du prisme dHmmer-* 
sion ; ces masses seraient entre elles en raison inverse de la dislance horizon^ 
taie de ces deux centres à la verticale passant par le centre de gravité de 
la masse totale , et diaprés les deux axiomes précédens , la première doit Êdre 
enfoncer verticalement le corps dans le fluide et la seconde le faire incliner. 

4^* Si la verticale passant par le centre de gravité de la masse flottante 
tombe entre le centre de gravité m du prisme d'^immersion pqcf et farête q 
plongée dans le fluide ^ ou en dehors de cette arête ^ le corps flottant étant 
supposé libre , Parête opposée p sortira du fluide , puisque la seconde condition 
de stabilité n^étant point remplie , Téquilibre sous ce rapport se trouve rompu 
en faveur de Parête immergée ^ : il le serait en faveur de Tarête p^ si la même 
verticale tombait entre le centre de gravité k du prisme pp/q et cette arête* 

5^. Dans le cas précédent, .si Ton place sur Faréte p ou q une masse s 
ou N telle que son moment relatif au centre de gravité m ou k du prisme 
d'^mersion pqq' ou pp'q^ soit égal à celui de la masse flottante , Fun des 
prismes d'immersion se formera ayant son arête poaq k la surface du fluide 
(corollaire second). 

Les expériences que Pon a Êdtes ont confirmé Texactitude des cinq corol- 
laires précédens. 

L^actîoQ latérale de la partie de la masse du voussoir supérieur qui repose 

AC— BD 

en d (Rg. 3), et qui est égale à S" = (art. Vil) a lieu sur la par- 

tie inférieure de la voûte en g^ et éloignerait ce point suivant g'r^^ comme 
on Fa dit (art. YIH et IX), dans le même temps que cette partie descendrait 
verticalement suivant di ; supposant en g* une force S' agissant en sens op- 
posé de la direction g^r'^ elle sera en équilibre avec la force S", si elle est 

di di 

égale à S" x -7-7 1 Faction de S'^ estimée en s' est donc éeale à S" -7-. = S'. 

'• En représentant te rayon p^ par L, le moment de cette puissance rela- 
tivement à Fait^ p sera S'L ; sa direction étant g^r' perpendiculaire au rayon 
p^^ n^a aucune action suivant p^^ et par conséquent ne tend qù^à iaire tourner 
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fe piecMroit sur son arête ^/ cette action est donc la même que si en portant 
p^ en p^^ on appliquait en ^ ime force verticale égale à S'. 

Diaprés les principes posés au commencement de cet article , la verticale 
pasisant par ^' étant plus éloignée de Taxe p que le centre de gravité m du 
prisme d^immersion pqq^^ Faction de la puissance S' ferait enfoncer Parête q 
et élever au-dessus de la surface du fluide Parête p. 

La réâstance que Pon nonmiera Q se compose de la partie du voussoir 

AC — BD 
supérieur qui s^appuîe en g^, et qui est égale à A — B'^ 1 de la masse 

du voussoir inférieur = E — G et enfin de la partie du pied<li*oit qui tend seu-^ 
lement à le faire incliner s'il en existe ; on la sup[^era égale à pi , p étant 
la hauteur du pied-droit et i une certaine partie de son épaisseur. On suppose 
cette partie des pied-droits connue et indépendante de ceCle épaisseur. 

En représentant Pépaisseur pq de la surface inférieure des fondemens du 
pied-droit par y, et par ± ^ quantité positive ou négative , k distance hori- 
zontale du centre de gravité de la résistance Q à Parête intérieure des fpn-> 
dations /?^ Y -|- ^ sera le bras de levier de la résistance Q relativement à Parête 
extérieure q. Dans le cas d'équilibre y -|- ^ doit être plus grand que la distance 
de Parête q au centre de gravité k du prisme d'immersion ppq : dans cette 
hypothèse Paction de la résistance ferait enfoncer l'arête p dans le fluide et 
soulever l'arête q hors de sa surface. 

La puissance S et la résistance Q agissent donc d'une manière opposée sur 
les arêtes p et q^ d'après le cinquième corollaire^ s'il y avait successivement 
sur ces arêtes des masses s et n (Fig. 7) , dont les momens relatifs aux centres 
de gravité k et m des prismes d'immersion pp^q et pq<f seraient égaux à ceux 
des masses S' et Q^ alors ces prismes d'immersion auraient lieu tour à tour. 

La puissance S' et la résistance Q empêchant les arêtes pet q de sortir du 
fluide , une portion de la masse de chacune produit lé même effet que les 
masses s et Ny on peut donc considérer la masse de la puissance S' ^ comme 
composée de deux autres ^ l'une n répondant à l'arête q , et Pautre o agissant 
à une distance indéterminée de q^ et la masse de Ja résistance Q comme aus» 
composée de deux autres , Pune s agissant verticalement sur Parête;?, et Pautre t 
à une distance aussi indéterminée du point q^ 

La résultante des masses v et t, et celle des masses s et o , doivent en outre , 
conformément au^ deuxième corollaire j pour former les prismes d'immersion 
pqtf tippfq'i passer par les centres de gravité de ces prismes» 
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Enfin povr qu^il j tàt immersion sans mcUnason^ il faut que le cocé pf^ 
du prisme d^immersion qpp^ soit égal à celui gq' du prisme opposé , pda*ce 
<ju^ak>T9la masse totale déplacée étant pp^q^^-pmaque la partie commune ;7s'^ 
est égale à la partie p^J^q'^j et a son centre de granité dans la même verticale , 
le centre de gravité de cette masse se trouve dans la même verticale que le centre 
de gravité de la surface des fondations. 

On nommera x et x' les bras de leviers . inconnus des Sorcés o et r^ re- 
lativement aux axes p et q^ kï et iMnr , les distances nq et wp de ces centres 
aux arêtes ^ et ^^ «y et uy les distances des arêtes ;? et ^ au centre de 
gravité de la surface des fondations ^ en supposant ces quatre dernières quan^ 
tités déterminées en fonction de t. 

Pom* qu^il j ait enfoncement sans inclinaison^ d^apré^ les principes que 
Ton vient de poser ^ Ton doit avoir : 

,%\ NY + ox = LS' . sy + tx' = Q(y+^)< 
3^. N X X.Y = T (x' — ky) • S X Bnr = o (x— my). 
4^. (n + t) (ky — j»y) = (s+o) (my — «y). 

Ces sept équations renferment sept inconnues qui toutes peuvent être dé- 
terminées suivant le besoin ^ en ayant la valeur des six autres : en dégageant 
T qui est la quantité qu^il importe le plus souvent de connaître ^ on a 

(S' + Q) (k«— «t, + M— •) ^ ^^"> 

d*où l'on tire pour le cas d'équilibre entre les momens de la r^stance et 
de la puissance 

LS'(k— ,+M~.)— S'Y(«:«-rM. + M— ) 
■=Q#(k — 11+ Bt — *) + Qt(k«» — Kd-hx — •) 

Quand la surface de la fondation est un paraUéik>gramme ^M=Ket • = « 
et réquation devient 

^= S' + Q ^ ^^' 

dans ce cas on parviendrait bien plus facilement i ce résultat ^ car en der- 
nière analyse *, Fénoncé général de la condition d'équilibre dé prenioa latérale ^ 
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c'est qn^il faut que la réstdtante des pretomif établies diaprés la manière 
ré^ dont elles a^ssent , passe par le ceiitt*e de gravite de la surface des f(m- 
dations : quand la figure des fondations est irrégulière , on nV pas tromvé 
d'autre moyen d^établir d^une manière certaine les équaticms nécessaires 
pour remp&r cette condition ^ que d^empioyer les princ^)es de stalnlité des 
corps flottans ^ après avoir déterminé la valeur des pressions latérales ; mais 
quand la surface des fondations est un parallélogramme^ pour que la ré- 
sultante d^ forces S' et Q passe par le centre de gravité z des fondations^ 

pz étant égal k qzet k ^^ il suffit d'avoir S' X L =Qxf — h* )i d'où 

Ton tîpe —^j — jr — =v ce qui revient à Téquation (XV), 

Lorsque la condition de stabilité relative à Faction des pressions latérales sur 
la surface des fondatî<Mis est remplie ^ elle Test à plus forte raison sur celle des 
assises des pied-droits , dans les profils des voûtes en usage ^ parce que plus 
ces assises sont élevées , plus le moment de la pression latérale dont la hauteur 
du pied-droit du facteur diminue , tandis que le moment de la pression latérale 
opposée perd de son intensité dans une moins grande proportion. 

Cette condition de stabilité produit en outre , relativement à Pai^ète q un 
moment relatif de résistance plus considérable que celui de la poussée , quand 
la masse de la partie inférieure de la voûte et d'une parde du voussoûr supé- 
rieur est égale ou plus conâdérable que celle de la portion du voussoir supé- 
rieur qui s'appuie en d (art. 9). En effet , en supposant que la surface des 
fondations soit un parallélogramme rectangle, l'équation d'équilibre de la pres- 
sion latérale est 



-(^7)È(^-^)=<'('+i) 



et l'équation d'équilibre relative à l'arête extérieure des fondations q est 



S"(2_f)=Q(, + ,> 



Ces /deux équations différant en ce que h est plus grand dans la seconde 
que dans la première^ et que Qy est augmenté de la parde de k masse du 
pied -droit dont le centre de gravité se trouve dans la même verticale que 
celui de la surface des fondations ^ et «n ce que les deux membres sont dans 

la seconde multipUés par la quantité -|- -• 
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n s^ensuit qu'à égalité de masse ^ lorsqu^Q y a équilibre dans la première 
équation ^ le moment de la résislance dans la seconde est plus conâdérable 
que celui de la puissance , et que cela a lieu à plus forte raison quand la masse 
de la résistance est plus grande que celle de la puissance, conmie on Fa 
toujours trouvé dans les profils usités. On voit donc que généralement réta- 
blissement de réquilibre de pression latérale sur la surface des fondations rend 
superflu celui qui est relatif à Tarête extérieure q^ dans les terrains Compressibles , 
et que cette première condition de stabilité est la plus essentielle , puisqu'elle 
suppose , relativement à cette arête , un moment de résistance beaucoup plus 
considérable que celui de la puissance. 

JppUcation des formules (XIII et XIV) de t article précéd&U. 

s 

la. On a (art. g et ii) 

^, «« di , „„ AC — BD di fg — de 
S'=S"— xL, S"= ^^Tn= — î — » 



Q»=( 



A— 3— :^^^Y^) X (»'— f) + EF—GH + IIP, 



AC BD 
et Q = A — B 1- E — G + ip ; r' représente la distance horizontale 

du milieu de la voûte à Tarête intérieure des fondations ^ pi est une quan- 
tité quelconque du pied-droit et / son bras de levier relatif à cette arête (art. 1 1) ^ 
réquation (XV) devient alors . 

AG— BD FG— DH r/ ■ AC— BD\,, , , ^^ ^„ 1 
X 2\ (A— B Vr'— f)+EF— GH + ijp 



Y=— 



AC— BD fg— DH , , 1, AC— BD 

X — z HA — B— |-E — G+pi 



F pL 

et réquation (XIV) devient 

/AC— BD FG— DH\, . ^ /AC— BD fc— dh\ , 

=r^A— B— ^^=5£) (r'— f)+EF— GH+upIck— • +11—.) 

(A n H P \ 

A— JB J-E— G+pijt(k«— M»4-M— •) 
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Ea substituant aux lettres ^ les valeurs résultantes des calculs qui se trouvent 
dans, une note de Fouvrage de M Gauthey (tom. i^'. , pag. 33a) ^ pour une 
voûte dç 3o mètres d^ouverture , ayant i"" , 5o dMpaisseur au sommet , extra^ 
dossëe de niveau et surbaissée au tiers ^ et celles qui résultent des dimensions 
fixées par Vauban^pour les magasins à poudre, on a 



EXPILBSSIONS 


VOUTE 


MAOASIN 


généttlt% 
des QoantUéfl. 


de 3o mètres 
d*<MiTertiire. 


k pondre 
de VATTBAir. 


A— B = 


■eu 


942,975 


AC BD 

F 


l3^2'j62 


481, 3 1 


L = 


77OO9 


32,774 


FG DH 


io,3o8 


14,0756 


J> 


R F = 


2^39 


3,1 36 


E G - 


12,^1 


1120,455 


EF GH- 


9y^H 


3892,0066 


K = 


» 


9,3o48 
i3,5o 


11 = 


• 

1 


8,0499 
i3,5o 

7,63o5 


« 


» 


i3,5o 


• 


» 


5,8695 
i3,5o 



Substituant ces valeurs dans Téquation (XV) ^ on a 

Y = 1,9160, 

La valeur trouvée pour t est à peu près douMe de o^^gglS ^ trouvés par 
BL Gauthey (pag. 334), d'après Téquatiop X9 U résulte donc des équations 
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(XIV et XV) , comme on Fa (£t dans Particle précédent ^ un moment de ré-* 
sistance rekttyement à Tarète /, beanconp plus considérable que celm de la 
puissance ^ et Fobservation des amditions d^équilibre de ces équations remplit 
à plus forte raison celles de Péqnation X» 

Ce n^est point Téquilibre ^ mais la stabSité qu^il faut étaUk* ; les matéruiux 
n^ont pas toute la perfection qu^on leur suppose 3 lors du décintvement ^ le vous* 
soir supérieur acquiert une TÎtesse réelle au lieu de la vitesse virtuelle, sur llij-* 
pothèse de laquelle est établie Féquation ^ enfin plus les vo&tes sont surbaissées^ 
plus le mouvement qui a lieu lors du décintrement est considérable ; il faut 
donc un excédant de résistance : en ajoutant moitié en sus aux dimensions 
trouvées pour Fépaisseur du pied-droit dans Féquation (XIV) , on a les di- 
mensions usitées dans la pratique. La grande différence qui se trouve entre 
ces dernières et ceUes qui résultent de Fancienne théorie ^ aurait dû faire soup- 
çonner depuis long-^emps , que les équations dont on les a déduites ^ ne ren- 
fermaient pas toutes les conditions indispensables de stabilité. 

Appiiccdion de la formule (XIV) aux magasins à poudre de J^auban. 

i5. Les magasins à poudre de Vauban offrent un excédant de pression la-» 
térale sur Farète intérieure « qui , réuni à la résistance produite par la co^ 
hésion àes maçonneries , les met à mêmç de résister sans se désunir , à la 
chute des bombes ^ d'après Féquation (XIV) , cet excédant est facile à calculer ^ 
on trouve , dans le tableau de Farticle précédent , la valeiu* des quantités qui 
entrent dans cette équation. 

Pour les établir, oa a si]q)posé au magasin à poudre de Vauban , ^5 pieds 
métriques de diamètre , 9 pieds d'épaisseur et de hauteur de pied-droit , 8 pieds 
d^épaisseur à la clef, et 3 pieds d^épaisseur à la portion de la voûte qui cor- 
respond au rayon , qui fait avec Fhorizontale un angle de 5o^. décimaux , avec 
des contre-forts de & pieds de largeur sur 4 pieds de longueur, espacés de 
lÔ pieds de milieu en milieu, et enfin des fondations de 6 pieds de profon- 
deur , ayant intérieuremeut une retraite de 3 pouces , et extérieurement une 
retraite de i5 pouces^ on a trouvé que le joint de maximum de rupture est 
à peu près dans le prolongement du rayon, faisant avec lliorizontale un 
angle de 48^- ^ supposant Fextrados du joint de rupture placé à la sommité de 
la voûte , aunlessus du milieu de la clef, on a trouvé que sur ce point le maxi- 
mum d^action dWe bombe , dont une partie est absorbée par la résistance due 
ii la cohésion de la maçonnerie qu^elle pénètre , et par le masôf de 39 pieds 
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de longueur qu^elIe doit ^parcourir, avant d^arriver à la surface des fondations, 
devait, relativement à cette surface, être évaluée à 3,600 kilogrammes, c^es^- 
à-dire , à plus de vbgt-six fois le poids d'une bombe ordinaire par pied courant 
de longueur. On a su{^osé le pied cube de maçonnerie pesant 70 kilog. 

En supposant les contre-forts placés en dedans et le massif du pied- droit 
en dehors , sans rien changer aux autres dimensions du magasin , de manière 
que Tarète extérieure fif (Flg. 6) des fondations vienne remplacer Farête afr , ce 
seul changement produit diaprés la formule (XIV) environ un huitième de 
diminution , dans le moment de la puissance ^ tend à renverser le pied-droit. 
Pour racheter les inégalités de charge qu^éprouverait alors la surface des fim- 
dations , on propose d^employer les talus qui font passer insensiblement dWe 
charge plus considérable à une moindre, et 'de donner aux fondations des 
magasins à poudre la forme indiquée (Fig. 9 et 10) : la distance des contre- 
forts entre eux est la même que celle du profil de Yaubsoi , et des pyrami- 
des a b c eici U d (Fig. 9 et 10) augmentent insensiblement la largeur des 
contre-forts , jusqu^à ce qu'elles rencontrent le parement intérieur du pied-droit. 

Ces pyramides se terminent à 6 pouces au-dessus du plancher des maga- 
sins , et permettent de placer dans Tentre-deux des voûtes intérieures , lam- 
brissées en bois goudronné , ai on le juge nécessaire , une rangée de barils 
engerbés à trois de hauteur , comme dans le reste du magaân , et par con- 
séquent un tiers de plus de poudre , ce qui diminuerait ainsi d'un tiers la dépense 
de ces établissemens. 

Les changemens que Pon vient d'indiquer diminueraient en outre la valeur 
du moment de la puissance , produite par la portion du voussoir supérieur 
qui s'appuie en d (Fig. 3) j il y a donc économie dans la dépense , et un mo- 
ment de résistance relatif plus puissant dans le profil que nous proposons. 

On finira par une observation que la nature des équations (XI et XII) a 
suggérée ^ quand on augmente la largeur des retraites intérieures des fonda- 
tions, toutes les autres dimensions restant les mêmes, r' et la valeur de L 
diminuent , et par conséquent Faction latérale du voussoir supérieur augmente : 
les retraites intérieures augmentent donc l'épaisseur à donner aux pied-droits , 
sans que l'on puisse en désigner les avantages. , 

Les retraites extérieures qui , toutes choses égales d'ailleurs , n'influent point 
sur cette action latéi^e , qui augmentent au contraire le bras de levier de la 
pression latérale opposée , et qui font qu'une portion du pied-droit sert alors 
à en augmenter l'action , sont donc tout à Favantage de la résistance et de 
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réconomie^ elles doivent donc être aussi larges ^e la nature des matériaux: 
et les circonstances le permettent ^ tandis que les retraites intérieures doivent 
être rëdukes au minimum. 

La découverte de la nouvelle condition de stabilité supplée donc à toutes 
les autres dans les terrains ou avec des matériaux compresâbles ^ elle donne 
les moyens de réunir Téconomie à la stabilité, elle fait disparaître le non 
sens assez commun en (ait de construction , qui fait donner jaux retraites in- 
térieures d^un pied - droit la même largeur qu^à la retraite extérieure , quand 
les premières doivent être réduites au minimum et les dernières portées au 
maximum. 



I 



SECTION III. 



Application du principe des vitesses virtuelles à Véquation d^équi- 
libre des revêtemens et des terres qui leur sont adossées. 



'jvf»*tfWjtf\â^#^#wrj>#>j»rj»iv#»^M>^# 



Sommaire de la troisième partie. 

14. JLi^HTPOTHÈSE et les prmdpes suivis par M. Coulomb , dans rétablissement 
de Féquation d^équilibre de» revêtemens et des terres qui leur sont adossées ^ 
quand ceux-ci résistent en tournant sur leur arête extérieure, sont encore 
généralement admis. Cependant dès faits bien constatés , par les expériences 
de M. Mayniel , ont prouvé que les hjpodièses dont ce savant distingué 
était parti , n^étaient point d^une application générale , et le peu de faits qui^ 
sont connus sur la loi que suit la résistance produite par h cohésion des terre», 
ne paraît pas légitimer suffisamment Pexpression qui a été supposée à cette 
résistance dans Féquation adoptée pap M. Coulomb : enfin ce n^est « qu^après 
avoir établi le maximum dé la puissance quil a cru devoir en déterminer le 
bras de levier, ce que Ton ne croit pas conforme à ce qui doit être dans^ 
l'hypothèse d'un remblai cohérent. 

Les changemens que Ton croit nécessaire de faire aux hypothèses sur les-^ 
quelles est fondée Féquation dé M. Coulomb , donnant des résultats dWe diffé- 
rence peu notable, cette équation aurait été jusqu'ici sans danger pour la 
stabilité des consdiiciions , si elle en avait renfermé toutes les conditions in- 
dispensables , et si elle n'avait pas indiiit à considérer Faction de la poussée , 
d'une manièi*e erronée ; mais dans la poussée des terres:, comme dans ceHe 
des voûte», quand le terrain est compressible ,. un excédant de pression latérale 
sur la demirsurface intérieure , ou au moins son équilibre sur la surface totale 
des fondations , est une condition de stabiEté qui n'est pas moins indispensable 
dans les deux cas, et à-bquelle on n'avait pas encore eu égard avant 1816, 
époque où elle fut indiquée comme essentielle , par Fauteur de ce mémoire , 
dans un travail adressé à Son Excellence le Ministre de la Guerre* 

Elle se trouve remplie par le profil des revêtemens de Yauban, et elTe 
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explique toutes les avaries qui sont arrivées depuis 3o ans aux revêtemens 
des places de guerre , quand on a voulu la négliger : enfin elle donne le 
moyen de déterminer un nouveau profil de revêtement qui ^ à une dépense 
moins considérable^ réunit les avantages des revêtemens de Vauban*^ sans 
avoir comme eux Pinccmvénient de la dégradation prompte du parement exté- 
rieur^ provenant du grand talus qu'on lui a donné. 

Tel est le sommaire des différentes propositions que Ton va développer 
successivement. 

Equation adoptée par M. Coulomb. 

i5. M. Coulomb a présenté en 1773, à Pacadémie des .sciences de Paris, 
un mémoire ayant pour titre Essai sur une application des règles de maximis 
et de miuimis à quelques problèmes de statique relatifs à V architecture. 
n a été imprimé la même année dans le recueil des iouvrages présentés à 
Facadémie par des savans étrangers (Tome Yll.) 

D'après les hypothèses de ce savant (pag. 357 ^^ ^^9)? ^ cohésion et le 
fi^ottement s'opposeraient simultanément au mouvement des solides de maxi- 
mum de poussée, qui tendent à renverser les murs de revêtement adossés 
au remblai dans lequel ces solides sont supposés se former : dans une masse 
de terre homogène , la cohésion serait égale dans tous les élémens du remblai 
et proportionnelle à la surface de rupture^ enfin la ligne da rupture des 
solides de poussée et du remblai étant , comme l'expérience Ta prouvé , une 
ligne droite , le profil de ces solides^y^ (Fig. 1 2) est triangulaii*e et par consé- 
quent a la forme d'un coin , et il agit sur toute leur hauteur^ que Ton re- 
présente par H, contre le parement intérieur des revêtemens. 

Il cherche ensuite par la médiode de maximis et de minimis la largeur 
supérieure ou base de prisme triangulaire^^ = a:, qui produit le maximum 
d'effet, en supposant que le mouvement de translation du revêtement Jie 
peut avoir lieu , ^t que l'effet de la poussée tend à faire tourner celui-ci sur 
son arête extérieure ^ , et il représente par Q le moment absolu de la rési^ 
tance du revêtement relativement à l'axe d. 

D'après ces hypothèses , le poids du prisme de poussée Jgx sur l'unité de 

largeur est égal à ? / représentant le poids de l'unité de volume ou la 

densité du terrain , et le moment de ce solide quand il parcourt une portion 
quelconque n de la longueur du plan incliné sur lequel il se meut , a pour 
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exprtmoa ^ ^_ ^ , en supposant Pespace n égal à rtinité. 

La force de cohésion eit eiprunée par T Vh» + x% t représentantla force 
de cohésîoB^ de Funité de surface. 

Le frottement sur la sur&ce de rupture f est supposé proportionnel à la 
pression qu'y produîtle solide de poussée ^ et qui se détermine en décomposant 
Faction de ce solide en deux autres, Tune perpendicuiaire , et Pautre parallèle 
au plan de rupture \ la résistance qui lui est due est exprimée par 

P/HX» 

aï/nvipx** 

iM. Coulomb pense aussi que le poids du revêtement doit augmenter la 

pression du solide de poussée sur la sur&ce de rupture, et il exprime cette 

fQh 
résistance par ^ , , en déterminant la pression d'après le principe que 

Pon vient d'indiquer. ' 

L'équation d'équilibre est alors 

J^h'x Qx ■ fJ^hx» fQh 

Après en avoir déduit par la méthode de maocimis et de minimis le solide 
ayant un. maximum de puissance , il en établit le bras de levier pour en avoir 
le moment , en déterminant la résultante de l'action que ses différentes tran- 
ches horizontales exercent contre le parement intérieur du revêtement, et 
qu'il suppose, comme dans les fluides, proportionnelles, toutes choses égales 
d'ailleurs , à la distance de chacune d'elles à la sur&ce supérieure du remUai. 
Ce bras de levier s'est trouvé égal environ, au tiers du remblai ^ et en suj^>o- 
sant la cohésion égale à zéro , il devient égal à ce tiers comme dans les masses 
flttû 



Observations relatives à V équation (A). 

i6. On entendra par point d'appHcation de la poussée celuie du parement 
îniérieur du revêtement qui , de l'arête extérieure d du revêtement comme 
centre, décrivant un arç de cercle ev^ s'éloignerait horizontalement d'une 

quantité ez = \j ^ , , lorsque le solide de poussée . descend verticalement 
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d'une qaanûté = » =■ et paxicomt Fespace n suivant la longueur du plan 

incline : ces quantités sont, entre elles ; : x ; h ; k h* + ^^N 

n n^y a qu'un point du parement intérieur du revêtement qui puisse s'é* 

NX 

loignèr horizontalement de la quantité .y ^ : Fespace n est supposé assez 

petit pour pouvoir considérer comme perpendiculaires à leurs rayons les arcs 
e9^lé\^ décrits par les lignes de et dé tirées du centre J aux. dijBerens points 
e et e' de la hauteur du parement intérieur, dans le même temps que le solide 
de poussée parcourt Fespace n. Décomposant la direction ^e chacun de ces 
arcs en deux autres , les unes verticales i^z et i^:/^ et les autres horizontales ez 
et é:^^ les petits triangles a^z ou éi^si qui en résultent sont semblables à ceux 
deg ou dé g qui seraient formés par les rayons des arcs de et dé^ par la base 
horizontale du revêtement dg^ et par les distances verticales eg et ég de Fex- 

trémité des rayons au point ^; on a donc de\ ev\\eg\ez^ti ez=eg. — , on 

ccc 

é^ 
trouve de mêpie eV = ég. — . Tqus les arcs , dans le cas présent , étant entre 

eux comme leurs rayons , on a — = — et par conséquent ez \éJ\\eg\ ég. 

* Les espaces estimés suivant la direction horizontale ;que parcourraient simul- 
tanément les diiOférens points 'de la hauteur du parement intérieur , croissant 
€omme la distance verticale de ces points à Farête extérieure , il ne peut y en 
ftvoir qu'un q«e Fon puisse considérer comme égal à une quantité déterminée ^ 

NX 

et par conséquent à ^ . 

NX 

Soit e ce point , alors ez = . , les deux triangles es^z et deg étant 

semblables, quand le rayon de décrit Fespace élémentaire e(^ le bras de levier 
dk de la masse du revêtement relative à Farête d décrit un espace propor- 
tionnel x", de manière que Fon a dA ; x" ; de*ef^\\egl ez , et x" ou la vitesse 

£Z ^^ dn. 

virtuelle du centre de gravité de la masse du revêtement = : en subs- 

T^ dk 

tmiant dans cette équation la valeur de e;5 , on a x" = y X ^ — « 
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* Là résistance Q^ notant multipliée dans Téquation A que par ^ ^ ^ le 

facteur commun n ayant été supprimé et la quantité dk étant comprise daotf 
Texpression de Q , en suivant le principe des vitesses virtuelles , on a du con- 
sidérerv eg comme égal à Funité. 

Avant d^examîner les autres conséquences de ce résultat , duquel on pourrait 
conclure que Pélévation du point d^appUcation e au-dessus de g doit varier 
comme Ftoiité de mesiu-e que Ton adopte pour la valeur de h , on établira en 
principe- qu^en supposant toujours à n une valeur aussi petite , t espace korir- 
zonlal^' que le prisme de poussée ferait parcourir^ au point du pare-- 
ment intérieur e , ou a lieu t application ^ multiplié par te bras de leçier 
de la masse du rei^étement et divisé par la distance verticale eg du point 
4Ï application à Taxe de rotation à , exprime toujours la vitesse vir- 
tuelle relative , estimée suwant la direction de la force qu'a cette masse ^ 
quelle que soit la direction du parement intérieur du revêtement , puis-- 
que la même démonstration est applicable à tous les cas* 

Des résultats que Pon vient de trouver et de ce que Ton a dit dans Far* 
tick précédent ^ -on doit conclure que M. Coulomb suppose dans son équa- 
tion le bras de levier de la poussée , relatif à Farête extérieure du revêtement^ 
placé vers le tiers de la hauteur du remblai , la ligne d^application à Funité 
de hauteur au-dessus du plan horizontal passant par cette arête , et au solide 
de poussée ay^ot iw maximum de puissance , une hauteur égale à celle du 
remblai. 

Ces résultats ne. paraissent pas d^une application générale. 

Dans toutes les expériences qu^il a faites , M. Mayniel a reconnu qu^il ny 
avait point d^éboulement , sans que le revêtement ou Fobstacle qui le remplaçait 
n'ait surplombé plus ou moins ^ c^est-à-dire , sans un commencement de ro- 
tation sur l'arête extérieure , ou sans que cette arête se soit plus ou moibs 
enfoncée aurdessons de Faréte intérieure. 

n a reconnu en outre (page XIII), dans toutes les expériences qu'ail a 
Êdtes sur la poussée des terres ^ et qui sont encore les plus précises que l'on 
connaisse sur cette matière y que dans les terres qui ne «ont prâit damées il 
ne se forme quWe Ugne de séparation , et que « jdans des terres rendues 
» cohérentes par le damage ii se forme .peu avant Féboulement une prè- 
» mière lézarde ^ et qn^au m<»nent où celui^ a lieu , il s'en forme une seconde 
> suivant laqadle le sdide de poussée se détache sans entraîner la partie 

7 
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> des terres qui menaçaient de le suivre ^ celle-ci reste stable en vertu de son 
» adhérence^ et^ dans les deux cas^ Féboulement a toutes les apparences 
» d^un corps solide qui ne se divise qu^à Finstant de son entier éboulement. » 

Dans les terres damées , c^est le solide de poussée formé par la seconde lé- 
zarde supérieure à la première qui a toujoiu3 renversé ^ dans les expériences 
précité^ ^ le revêtement ou Pobstacle qui le remplaçait ^ ce second solide 
avait une hauteur moindre que celle du solide qui se serait détaché lors de la 
formation de. la première lézarde^ et cependant son moment était plus don- 
sidérable ^ puisqu^il a renversé un obstacle que le premier avait respecté. Dans 
les expériences (page 19 et :ii du même ouvrage) le solide de poussée fi>rmé 
dans des terres damées ^ qui a renversé Tobstacle ^ avait son extrémité inférieure ( 

à peu près au tiers de la hauteur du remblai» 

Diaprés ces faits^ le solide de poussée auquel on suppose une hauteur égale 
à celle du remblai peut ne pas être un maximum ^ et pour trouver ce maxi- 
mun , il faut faire varier la hauteur y de ces solides comme leur largeur : 
la première hypothèse de M* Coulomb n^est donc pas confirmée par* res>- 
périence. 

Pour appliquer le principe des vitesses virtueHes^ il &ut supposer ausâ 
(art. 7) un commencement de mouvement^ et admettre les circonstances qui 
ont nécessairement lieu diaprés cette supposition. 

M. Coulomb ^ en admettant quWe portion du poids du revêtement doit 
toujours augmenter reffet de celui du solide de poussée sur la surface de ^ 

rupture, suppose, comme cela doit être , un commencement de mouvement j 
en effet quelle que soit la forme d^ua revêtement , quand il est assis sur un 
terrain incompressible , il est évident que Ton peut enlever, tout le remblai 
adossé au revêtement sans que celui-ci fasse aucun mouvement ^ ne pouvant 
exercer aucune réaction du côté du remblai j il nWait donc aucune action 
sur lui^ M. Coulomb n^a donc pu supposer Fexistence constante de cette ac- 
tion , sans supposer , en même temps , un coimnencement dé mouvement. 

M» Mayniel a aussi remarqué , dans toutes ses expériences ^ que Farête ex-* 
térieure du revêtement était toujours au-dessous de Faréte intérieure quand 
Féboulement a eu lieu. 

^inclinaison du revêtement du côté de Farête extérieure peut être sup- 
posée avec d^autant plus de raison, ^e Féquaûon d^équifibre,^ relative à cette 
arête, n^entraine pas Féquilibre de presâon latérale smr 1^ surface des fon- 
dations , équilibre qui , conime on le verra plus tard , exige im moment de 
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réastance plus considérable : en suppo^nt une inclinaison sur cette arête , si 
petite qu^elIe soit , puisque diaprés Pexperience , le solide de poussée conserve 
toujours ^ jusqu^à son entier éboulement ^ la forme dW coin , il est évident 
qu^un corps de cette forme , glissant entre deux surfaces rectilignes dont Tune 
s^éloigne de l'autre par un mouvement de rotation ^ ne peut y rester appliqué 
que par sa partie inférieure. 

Le point d^applicadon du solide de poussée dans les terrains cohérens, 
est donc à cette extrémité , et la distance verticale de ce point à Tarête ex- 
térieure est le bras de levier de la. poussée , puisque le rapport des vitesses 
virtuelles est déterminé par la position de ce point , et non par la résultante 
de Faction des diverses tranches horizontales de ce solide, agissant comme 
celles de la masse d^un fluide , ainsi que Fa supposé M. Coulomb. 

Nommant t la hauteur du solide maximum de poussée , son bras de levier 
ou la distance^ verticale de la ligne d^appUcation à Parête extérieur* est égal 

à H— ^Y. 

Les hypothèses diaprés lesquelles ce savant a établi la hauteur du prisme 
maximum de poussée , son point d'^application et son bras de levier , nWt 
donc" point été confumées par Fexpérience. 

L'équation A suppose que la cohésion T et le frottement f peuvent s'op- 
poser simultanément au mouvement du solide de poussée^ la première de 
ces résistances y est exprimée - par la surface de rupture muldpliée par une 
constante donnée par Fexpérience , et la seconde par le produit du poids du 
prisme de poussée par sa vitesse virtuelle estimée suivant une direction per- 
pendiculaire à la longueur du plan incliné, multiplié de même par une constante 
aussi donnée par Fexpérience. 

M. de Prosny, dans son Architecture hydraulique définit la cohésion « Fu- 
» nion des parties constituantes d'un corps entre elles , au moyen de laquelle 
» ces parties résistent à FefFort qui tend à les séparer , et le frottement , la résis- 
» tance qu'apporte au mouvement de deux corps qui glissent Fun sur Fautre 
» les aspérités de leurs surfaces. » (Tom. i*'. , pag. 286 , art. 598 et 599.) 

Suivant lui , Fadhérence est une résistance due au contact des surfaces , qui 
est proportionnelle à leur étendue, et indépendante de la pression, et qui 
devient très-forte quand le contact se prolonge pendant un certain temps. 

M. Coulomb (pag. 167, Mémoire de T Académie des Sciences de 1785, 
tom. X, savans étrangers), pense que la cause physique de la résistance 
opposée par le frottement au mouvement des surfaces en bois Ou en métal 

7* 
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qui glissent Tune sur Fautre , ne peut être expliquée que par Fadhéreuce que 
les molécules des surfaces des deux plans en contact, contractent par. leur 
proximité , ou par Tengrenage des aspérités de ces surfaces , 'qui ne peuvent se 
dégager qu^en se rompant, qu^en se pliant ou qu^en s^éleyant à la sommité 
les unes des autres. 

^engrenage d'aspérités , qui plient ou s'élèvent les unes au-dessus des autres , 
ne peut guère être supposé dans un remblai en terre homogène , compose 
d^élémens tenus, non élastiques et susceptibles de compression. 

Le$ résistances provenant de Tadhérence des molécules des surfaces en 
contact, et de la rupture des aspérités engrenées les unes dan& les autres 
sur la sur&ce de rupture , sont donc les seules causes , auxquelles M. Coulomb 
attribue la résistance due au 6x>Uement sur des surfaces en bois ou en métal ,, 
desquelles on puisse reconnaître Texistence dans le mouvement des solides de 
poussée des remblais en terre ^ et elles sont évidemment fonction de la surface 
totale de rupture: car, plus celle-ci est considérable, plus le nombre des 
aspérités engrenées et des molécules en contact doit augm^iter- 

La vérité de cette proposition n^est point infirmée par les expériences même& 
de M* Coulomb sur le frottement des fers et des bois : on voit dans son 
mémoire sm* le frottement (Mémoire de H Académie^ tom. X , pag. :ko^) que , 
quand la pression n^est pas de vingt -cinq livres par pied carré, la vitesse 
augmente le frottement, et (pag. 2iq5) que quand les surfaces sont réduites 
aux plus petites dimensions possibles, le frottement comparé à la pression 
diminue loi:sqjae celle-ci ou la vitesse augmente : il conclut de ces frdts que 
rétendue des surfaces pressées influe sur Fintensité du frottement ^ mais il dit 
(pag. ^55) que cette étendue n'influe que très-peu. 

Uinflueuce de Fétendue des surfaces en contact, sur la résistance due au 
frottement, devant être plus sensible sur des sur&ces composées d^élémens 
peu adhérens susceptibles de cohésion et compressibles,^ comme le sont ceux- 
des terres , que sur les molécules dures et très-cohérentes des métaux , ou sur 
les fibres flexibles et élastiques du bois, que M. Coulomb a seules soumises à ses 
expériences, on croit devoir conclure des expériences de M. Coulomh,que 
Fétendue des surfaces est daas les remblais en terre, un élément essentiel 
de la réastance due au frottemeuL 

Pour déterminer Fexpresâon de cette résistance , on a supposé que la cohé- 
sion était entièrement détruite dans les terres fraîchement remuées , et après 
avoir appuyé un remblai de cette espèce contre un plan vertical, la surface. 



V 
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* 

découverte parréboulement qui a Heu quand cet appui cesse , forme avec la ver* 
ticale un angle plus ou moins aigu , que Ton a nommé angle du talus naturel. 

En admettant la supposition gratuite y que le déblai dès terres détruit la 
force de cohésion de tous leurs élémens , queUe que soit la promptitude que 
Ton mette à exécuter le remblai des terres fraîchement remuées, pouiTU 
qu^il ait une hauteur assez grande pour que le résultat de Texpérience puisse 
être employé dans la pratique sans crainte d^erreur, on croit qu^il est impos- 
sible d^empêcher les élémens de contracter enu*e eux une adhérence quel- 
conque , comme M. Coulomb Fa remarqué dans toutes les expeiîences qu^il 
a faites sur le frottement, laquelle serait plus considérable dans les couches 
infériem*es que dans les supérieures, et que par cette raison Fctendue des 
surfaces doit être un élément de la résbtance déduite de Fhjpothèse précitée , 
qui maintient les soUdes de poussée sur leur surface de rupture dans le pre^ 
mier instant ^ les revêtemens exigeant un certain temps pour leur construction , 
le remblai - perd de plus en plus Fétat où on le suppose pour en déduire 
Téxpression du frottement ^ celle-ci leur devient donc à chaque instant moms 
applicable. 

Pour trouver Fexpression de la cohésion, on a proposé de la déduire de 
la hauteur à laquelle une masse de terrain cohérent peut être coupée à pic 
sans s^ébouler. 

On ne conçoit pas que Fon puisse déduire de cette hauteur Fexpression de la 
cohésion, sans connaître en même temps les dimensions du solide que cette 
force maintient stable: quoi <pi^il en soit , puisque Fon suppose dans Féqiiation A 
Fexbtence simultanée de la cohésion et du frottement, on doit de même 
admettre que ces deux résbtances s^opposent à la fois à la formation: dii 
solide de poussée , dont la hauteur seule est connue , et qu^ainsi la cohésion- 
et le frottement entrent dans Fexpression de la réàstance totale , qui serait 
déduite de cette hauteur. Alors il nous paraît aussi difficile de déterminer Fex- 
pression de la résistance due à la cohésion , indépendamment de celle que 
produit le frottement, que de déduire de Fangle du talus naturel, Fexpression 
du frottement indépendante de celle de Fadhérence.. 

Pour connaître Fexpression réelle de la résistance qui maintient , dans le 
premier instant , sur la surface de rupture , un solide de poussée qui se fbiv 
merait dans un remblai damé et susceptible de- cohésion , le moyen qui parait, 
le pfais praticable, c^est d^adosser un obstacle d^une résistsoice facile à déterr- 
miner, à des remblais dé difTérentes hauteurs,. exécutés comme ils léseraient 
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derrière un revêtement, et d^établîr pour chaque hauteur, la puissance ef^ 
fective du solide de pousse'e diaprés Tobstacle qu^ils ont surmonté , et la puissance 
qu'ils auraient dû avoir, d'après Fétendue et Tinclinaison de la surface de 
rupture , et la masse du solide. Les résultats que Ton aurait paraîtraient les 
plus certabs possibles, puisque le remblai se trouverait dans Tétat réel où 
il est derrière les revêlemens neuÊ, au lieu de lui supposer un état sans 
adhérence qui ne parait jamais exister, ou une cohésion due à une longue 
action du temps, de la pression, et des eaux de filtration, laquelle n'existe 
pas dans les nouveaux remblais ] une seule opération , exécutée dans des cir- 
constances absolument semblables à celles ou se trouvent les revêtemens et 
les remblais auxquels les résultats qui en dérivent doivent être appliqués, 
suppléerait à deux autres qui n'auraient point ces avantages ^ la surface de rupture 
serait alors un des élémens de la résistance du premier instant , donnée par 
l'expérience. 

L'Académie des Sciences ayant judicieusement observé en i ySS , dans son 
avis relatif au mémoire de M. Chauvelot, sur la poussée des terres, qu'il 
fallait déterminer la cohésion que les terres contractaient sous différentes pres- 
sions , a témoigné par là , qu'elle pensait que la cohésion des différentes couches 
du terrain devait croître , dans des limites à déterminer par l'expérience , re- 
lativement à la hauteur des terres qui se trouvent au-dessus de chaque couche, 
et qu'ainsi la cohésion devait être fonction de cette hauteur. 

La force de cohésion augmentée par la pression, dans les fabrications en 
pisé et en terre est un fait authentique qui vient à Fappui de l'opinion de 
PAcadémie. 

Jusqu'à ce que Texpérience ait prononcé , on supposera donc , comme 
la chose la plus probable, Fexpressîon de la résistance qui s'oppose au 
mouvement de la masse d'éboulement dans le premier instant, fonction de 
la hauteur h du remblai et de la surface de rupture , on la supposera 

On ne pense pas non plus que Fon doive avoir égard, dans Fexpression 
de la résistance du premier instant , à l'augmentation de pression que produirait 
la masse du revêtement, sur la siu*face de rupture du solide de poussée, 
parce que la formation successive de ces 'solides , que M. Majnaiel a rcmar-> 
quce dans toutes les expériences qu'il a faites , ne peut avoir lieu sans que le 
revêtement js'incline ou s'élève si peu que ce soit sur son arête extérieure, 
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comme il Fa reconnu^ et comoae cela peut, toujours être quamd la ccmdilioa 
d^équilibre de.pressiou latérale sur la aufffàce des fondations n^est pas )reiiàpUe« 

SuivàsLt les observations noeibreuses qu^à aussi dites M. Mayniel (pag. XIII), 
ce n^est pas le solide formé par la première lézarde qui renverse la résistsmcev, 
mais un solide qui se forme au-dessus , et qui conserve la forme .de coio; jusqu^à 
son entier éboulement. 

Quelque petite que soit Finclinaison du revêtement, Pextrémité iofériettre 
de ce second solide peut ne pas toucher au parement intériem* du révèle*- 
ment dans le premier instant , et par conséquent le poids du revêtement peut 
ne pas concourir à maint^ûr ce. solide sur la surface de rupture dans Finstant 
«de la stabilité. Cette résistance ne doit donc pas entrer dans Téquidonr gé^ 
nérale ; cependant si Phypothèse exigeait que Ton y eut égard , le moment 
relatif du poids du revêtement qui la produit, et qui varie nécessairement comme 
la hauteur de la ligne d'application , en diminuant au for à mesure que cette 
ligne s'élève, paraît devoir être divisé par h — y. 

Les considérations que fon vient d'émettre paraissent eixpliquer la fontt»- 
tion successive des solides de poussée , et la distance de ciiacun d'eux se tiXHive 
naturellement déterminée , par- la largeur de. la surface de l'extrémité du solide 
précédent, qui s'appuîe contre le parement du revêtement. 

Il n'est pas d'ailleurs étonnant de voir les solides de poussée inférieurs se 
former les premiers ^ puisque leur masse et par conséquent leur puissance , 
augmente comme le cube de leur hauteur, tandis que leur surface de rupture , 
qui est le seul facteur constant de la résistance , ne croît qu'en raison du carré 
de cette quantité^ dans ce cas, phis les prismes de poussée ont de hauteur ,^ 
plus le rapport de la puissance à la résistance est considérable ^ mais le mo- 
ment de cette puissance relative à Farête extérieure d n'augmente pas d'après 
les mêmes principes relativement à celui du revêtement , parce que si le solide 
de poussée qui a le plus de hauteur, a le plus de puissance , le bras de levier 
avec lequel il agit sur l'axe de rotation des revêtemens, c'est-4-dire , la 
distance verticale de sa ligne d^application k Farête extérieure, est alors un 
minimum. 

Enfin on observera que , diaprés les définidons mêmes du frottement et de 
k cohésion , ces deux résistances ne peuvent s'opposer simultanément au mou--> 
vement des solides de poussée ; la cohérence supposant une masse non di- 
visée , et Te frottement de deux surfaces distinctes , celui-ci ne peut existei qu'a-' 
près la rupture des s^r^ces , c^est-à-dire dans le second instant. 
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Nou €Foinons avoir mécoami le noble caractère de M. Coulomb , que nous 
avons eu Phonneur de connaître personnellement , si nous avions affaibli en 
rien les observations résultantes de rexpérience et relatives aux hjrpothèses qu^il 
a suivies* \ 

M. Coulomb était trop éminemment savant , pour ne pas avoii* pour but 
unique Tsivancement de la science , et les obligations qu^elle lui a , sont trop 
profondément gravée^ dans ses nomtbreux travaux où briOent également la 
perspicacité de son esprit et la profondeur dfi son jugement , pour que les 
perfectionnemens ^e le temps et Texperience (ml mis à même d'y faire , puis- 
sent en rien endiipinuer le prix : nous pensons même que la plus grande partie 
du mérite de ces perfectioniiemens doit lui être attribuée , puisque sans les 
liases justes qu^il a pesées ils n^auraient peut-être pas eu lieu. 

Résultat de Véquation rectifiée. 

17. En ayant égard aux conséquences des considéralimis qi^e Ton a déve- 
loppées dans Fariicle précédent^ l'équation Â doit éprouver quatre change- 
mens piîncipaux. 

1^. La hauteur t du solide de poussée devant être regardée comme va-^ 

liable • sa masse devient ^/ - • 
' ay X* + Y* 

a^. Le moment absolu de la puissance doit être multiplié par ff — t. 

3^. On doit .considérer ty V^x*-^^^ 9 comme Texpressirai la plus probable 
de la résistance produite par la cobédon de la surface de rupture ^ sur son 
plan incliné déterminé par une seule expérience. 

4^* La masse du revêtanent ne doit pas être, dans Pintérêtde la stabilité, 
considérée comme influant sur la Valeur de T« 

LVquation (Â) devient alors 

r Xy'x . '^ Qx 

équation dans bquelle x et t sont variaUes^ 
En diffërendant l'équatiiMi (B) par rapport i z, on a 



=(-')[-"C^)]« 
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iToù Ton tire, en égalantà zéro le coefficiant dei>x, y =^ xetH =:: y» 
Substituant T à la place de x dans Téqnation (B) , on a 

/Y* 

d'où Vou tire ) en différenciani Péquation relativement à y . 

dQ aHY — 3jV . . z» * 

--^ = 4thy + oTï*, et Y = xH. 

OY 2 3 

En prenant les difierentielles secondes par rapport à x et à y et en faisant x 

=!:Y,etY = -H, on trouve que les valeurs de -7T et -vr ««t Bentiyes lon^ 

3 tfK rfr" " 

que -sp Test plus petit qpie/^œqoidûk être lonqu'ilpem y avoir nipture^ cj^e 

celle ~ X --J— = f -j — j est positive ^ et par conséquent que les valeurs 

trouvées pour x et y produisent un maximum. En supposant y s= x ^' çn a 
évidemment un minimum ^ puisqu^alors le momait de la poussée s^évanouit ^ 
ce résultat est contraire à celui de Téquation (A). 

En établissant les momens virtuels relatifs diaprés des Is^rpoibeses conformes 
aux expériences connues , et en supposant qu^il résulte des expériences à &ire , 
que le coefficient de la cohéÂon est fonction de y et de la surface de rupture^ 
on voit que, quand le parement intérieur du revètemem est vertical, ]e 

moment du prisme de poussée est égal à -hx^hX5H = — h, quantité qui 

iKffere peu de celle que Pon trouverait par la formule (A). 

On en a déduit, en remplaçant les lignes par des sinus, que Pangie de 
maximum de poussée est égal à la moitié de celui qui serait formé par le 
plan du talus naturel des tares et la verticale ^ en supposant égal k 45^* Pangie 
qui ferait avec la verticale ce qu^on appelle le talus naturel des terres, et le 
point d^applicatiott an tiers de la hauteur du ranblai, comme cela aurait lieu 
pour les fluides , Pexpression du moment de la poussée suivant Péquation (A) 

H H h3 

est égale &hX-Xx = — • Mais en supposant le point d'application au 

tiers de H , on suppose en même temps la force de cohésion égale à zéro ^ 
cette force éttnt toujoufs plus pu moini intense , le bras d,e levier que Pop 
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a supposé égal à - , Ta donc été plus grand qu^il n^est réellement. 

Le prisme de poussée qui résulte de Féquation (B) a aussi été supposé pIus' 
petit qu^il n^est sans doute, parce que la zone d^application a nécessaire- 
ment une largeur quelconque , tandis^ qu^en la considérant comme une Ugne, 
on Fen a supposée privée ] Texpérience seule pouvant faire connaître cette 
largeur, on attendra qu^elle ait prononcé pour introduire cette dimension 
dans réquation générale. 

Ué(piation (B) que Ton adoptera comme la plus probable , donnant à peu 
prés les mêmes résultats que Téquation (Â), celle-ci ne compromettrait pas la 
stabilité des revêtemens , si elle renfermait toutes les conditions de stabililé in- 
dispensables 3 mais on va bientôt voir qu^il n^en est pas ainsi. 

Equation d^ équilibre quand le revêtement peut glisser sur une surface 

horizontale ou inclinée. 

1 8. Uéquadon d^équilibre , quand le revêtement peut glisser sur la surface 
iiorizontale ou inclinée des fondations ou dWe de ses assises , peut être &ci- 
lement déduite de Féquation (B) ^ le moment de la puissance s^établit de même ^ 
mais la résistance se compose de x:eUe qui est due à Tadliérence de la surface 
inférieure du revêtement à la surface sur laquelle il glisse , et en outre quand 
cette surface est mclinée , de la résistance due à la quantité dont le centre de 
gravité du revêtement s^est élevé , au-dessus de la position horizontale qu^il 
occupai!, dan» le mouvement élémentsâre que Ton suppose. 

Soit Q' le ^ids du revêtement , f le rapport de ce poids à la résistance 
due à Tadhérence du revêtement sur la surface totale des fondations , p'q la 
ligne inclinée sur laquelle le revêtement glisserait , et pq une horizontale, le ms^ 

ment de la^première de ces deux réâstances est Q'f ^y , et celui de la 

seconde lorsque le revêtement parcourt sur ;?^ un espace dont la direction 

bonsontale , = - ... , est Q' ^.. x — : on aura doac^ 

Yh^+x* ^ Fh+x* pq. ^ 



En réduisant on a -^ — - t H ( —^ ) = Q* Fr -|- — "| 



(C). 
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En difierenciant relativement à x, et en égalant la différentielle à zéro ^. on 

trouve X = H : le solide de maximum de poussée a donc pour hauteur celle du 

remblai au-dessus de la surface sur laquelle glisse le revêtement ^ et une base 

égale à cette hauteur. 

La puissance du solide maximum de poussée déterminée par Féquation C est 
double de celle qui résulterait de Téquation A , en supposant au remblai un 
angle de talus naturel égal à 4^^ ^ et par conséquent Pangle de rupture du solide 
maximum de poussée , égal à la moitié de cet angle* En introduisant dans Tex- 



H 



pression de la cohésion de Féquation (C) la valeur de x =-, on trouve en 

Qutre que cette expression augmente dans le. second cas ^ comparativement au 
premier, dans le rapport de a5 à 20. Dans le cas du glissement du revê- 
tement , le moment de la puissance est donc , dans Féquation B , égal à plus du 
double de celui déduit de Féquation A. 

Quand là surface des fondations est horizontale , pp' = o , et la seconde partie 
de la résistance s^évanouit* 

On peut d^ailleurs empêcher le mouvement de glissement d'un revêtement 
sur sa base ou sur ses asases, par les moyens analogues à ceux que nous 
avons indiqués pour les pied-droits et les assises des voûtes (art. lo). 

application de Féquation B quand le parement intérieur du revêtement 

est incliné. 

19. Lorsque le parement intérieur du revêtement est incliné suivant^ (Fïg. 
14)7 le solide de poussée , en parcourant Fespace élémentaire ae , descend verti- 
calement de ce ^ et s^éloigne horizontalement de ah ^ cotés du triangle abe 
semblable au triangle afin : la ligne abc y est plus grande de la quantité cb 
=: c/, que ceUe dont le revêtement se serait éloigné horizontalement, si }e 
parement eût été vertical. 

lEfi supposant toujours am = |/t"H-x% h'm = y, oA' = x eiqf= x -f ,ff , 
par conséquent cy= ci =C, onauraoe : am\ ! ab ; qf\ ; ce : /k'm •, les espaces 
parcourus horizontalement et verticalement dans la même unité de' temps sont 

A X + f 

donc entre eux cgmme r — 



En substituant ce nouveau rapport de vitesse virtuelle dans Féquation B , on a 
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et 0a Téàmsnt [T'^ "^ ^ ('^!^)1 ("—"')- ^ C^)' 

En différendaDt cette ëcpatkni rdatrrement à x, on a, au iictt de x*B=t% 
que Ton trouve quand le parement intérieur est vertical, x*-4-ara£=:T*etz 

-=3 — B± Vt* + b*, et qui prouve que x est moins grand que y, quand le 
talus du parement intërieur fait un an^c obtus arec Thorizontale : si cet angle 
était aigu, par exemple, si le parement intérieur du revêtement était /'g', le 
signe de b changerait , et x serait plus grand que t. 

En substituant la vakur de x dans Féquation (D) , on trouve , en la difie* 
rendant , une équation du sixième degré qui ne peut donner la valeur du prisme 
de poussée que par approximation , en supposant diverses valeurs à t dans 
réquation (D). 

Pouvant donner, sans inconvénient, une certaine latitude au rapport du 
talus intérieur à la base du solide de poussée , on peut supposer ce talus fonc- 
tion de X , dans de certaines limites ûxées par un coefficient constant m ] la 
base izf du triangle o/m (Fig* i4) ^ petit être alors exprimée par x -|~ ^^ 
ou NX , en faisant n = m -}- i . 

En substituant nx à la place de X -f- ft dans Téquâtion (C), et en différeti- 

ciant par rapport a x et a y, on trouve x = y et y= jH , 
comme lorsque le talus intérieur du revêtement est vertical. 

Nouvelle condition indispensable à la stabilité des revêtemens. 



•n. 



30> Nous avons vu (art. i^, que, quand il n^f a pas équilibre de pression 
latérale sur la surface des fondations , Tftctioiat du solide de poussée peut faire 
enfoncer Parête extérieure p en jjf au-dessous de Parête intérieure ^, et qu'a- 
lors le solide de poussée fvx qui peut se former at^-dess«s du premier fgx ^ 
{)eut avoir son extrémité inférieure «^ à une distance plus ou moins toufidéra- 
We vs^ du parement intérieur du revêtement. Ce soEde a alo» tm moment 
relatif plus considérable que celui que suppose Péquation B , puisqu^il agit s» 
le parement avec une vitesse réelle , au lieu d'une vitesse virtuelle que sup- 
pose cette équation. 

Pour pouvoir PappUquer aux revêlemeus , il faut do&c , comme pour les voû- 
tes (art. il), étabUr Péquilibre de pression latérale sur la surface des fondations. 
Uexcédant de pression latérale sur la demi-surface intériewe qui forcerait 
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le revêtemem à s^appUquer sur la masse des remblab à laquelle il esl adossé , 
n'a d^ailleurs point d'inconvément lorsqu'il n'opère ni rupture, ni presâon 
trop forte, sur les arêtes extérieures des assises. 

Pour établir les conditions d'équilibre d'après lesquelles les revêtemens doivent 
s'enfoncer sans s'îndiner dans les terrains compressibles , où supposera ceux- 
ci, cotnme on l'a fait pour les voûtes, flottant sur un fluide d'une densité 
indéterminée et l'on établira Féqualion des pressions latérales d'après le troî- 
âème corollaire déduit de la stabilité des corps flôttans énoncé (art. 1 1)5 puisque 
dans le cas présent la verticale passant par le centre de gravité du revêtement 
qui représente le système flottant , tombe entre le centre de gravité m (Fig. 7 
coupe suivant AB de k Fig. i3) du prisme d'immersion pq^^ et celui z de 
la surface des fondations : celui-ci s'enfoncera donc et s^clinera en même 
temps sur, cette surface. 

Pour détierminer la partie de la masse du revêtement qui tend à le faire 
incCner contre les terres , il faut connaître cette masse totale , son centre de 
gravite et la distance horizontale de ce centre aux arêtes p et q et au centre 
de gravité z de la surface des fondations , pour en déduire la masse , et le 
bras de levier du prisme d'immersion pqtf relativement an centre z. On sait 
que le bras de levier d*une masse , est la distance horizontale de la verticale 
passant par son centre de gravité ,. k l'axe* de rotation , autour duquel elle est 
censée se ttiotivoir. 

On supposera , co^ibme on l'a déjà fait pour |les voûtes (art. 1 1), la densité 
du fluide ^ telle que l'on puisse eonsidérer q^ comme perpendiculaire à pq^ 
et qcf :=^pp\ afin qu'il y ait immersion sans inclinaison*. 

On supposera aussi la surface totale des fondations» ........= S 

La distance du centre de gravité de iôette sur&ce à l'arête extérieure. = f 
Idem hi l'arête de l'extrémité ilitÀilAire. ••••...«.....= g 

La lÉOMsàt totale du revêtement* % . i .. . « « r= M 

Idem relativement au centre de ([rsviié de la surface des fondations.^ = L 

Le volume du prisme d'immersion pq(f • • • • • . . = p 

Sa masse ......•.•..•,....... =1 /p 

Son bras de levier relatif au centre de gravité du revêtement. • = k 
Idem relativement «1 centre de gravité de la sur&ce des fbndttiona.. = m 

Le volume du prisme d'immersion pp^q* •••••• = q^ 

Son bras de levier relativement ii celui du ôenife de gravité de la 
surface des fondations. • . . \^ . . •. • ...... • . . ..... . • . == ^. 
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D'après le troisième corollaire déduit des principes de stabilité des corps 

ML 



flottans (art. ii)) on a 



Ip — 



K+L 



(E) 



pp^ étant égal à q(f^ on a aussi •/? = ^/q. (F) 

Pour appliquer ces deux équations aux revêtemens de Vauban , de 20 et de 
3o pieds de hauteur , en employant le pied métrique pour imité , on leur 
supposera (Fîg. 12 et i3), 5^*. d'épaisseur au sommet, le talus extérieur au 
cinquième , 3^' • de hauteur de fondations , et des contre-forts espacés de 1 5*^ # 
de milieu en milieu, ayant à leur extrémité les deux tiers de leur largeur 

, , . 20P*. + H 10P*.+H , .1111. 

a la racme = , et de longueur ^ , h étant égale à la hauteur 
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du revêtement. 



• S 

F 
G 
M 

L. 

p . 



Xp • < 4 



/Q (G + f) 



REVÉTEMEirr ' 
de 
fto piadk 


REVÊTEMEFT 

d« 

So pteda. 


REV^EHEfTT 

k eoBtre-forts TuàtJt 

dt 3o pied< d« lunteura 

(Art. ai). 


104^00 


307^5 


ii,5o X 


5,7262 


7,3326 


h^949 X 


9,8738 


12,2674 


3,3o X 


2978,50 


52o8,5o 


146,25 X 


1,1178 


1,6098 


0,4190 X 


60,2048 


77,5670 


4,5126 X 


• 




105,375 X 


1 ,2o34 


ly(6l3 


0,1626 X 


2,3212 


3,0711 


o,58i6 X 


103,7952 


129,7663 


6,9874 X 


1,3464 


1,8357 


0,3756 X 


37746,0049 


644 1 5^522 

• * « 





l^ = !Ljl , et /q (o -|- f ) exprime le moment du prisme d^immersion pp'q relatif 



f 



à Parrète de Fçxtrémité cies contre -forts, qui doit être produit par Faction du 
solide maximum de poussée , pour qu^il y ait équilibre* 
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D'après Téquation (B) , en supposant 6 pieds de hauteur réduite ati parapet 

et 3 pieds de fondations , on a 39 et 3g pieds de hauteur du remblai sur 

1 5 pieds de long ^ et le moment du solide maximum de poussée relativement 

à Parête du contre-fort = — H X ï 5 pieds • . . . = 27098,85 65910,00 

27 

Dans les revêtemens de 20 et 3o pieds de haut, ayant 5 pieds d^épaisseur 
au sommet et des contre-forts espacés de i5 pieds, le moment de la résis- 
tance qui s*oppose à Pinclinaison du revêtement sur sa base est donc égal à 
celui de la puissance opposée établie d'après Péquation (B) , en supposant aux 
deux masses la même densité , et en supposant nulle la cohésion du remblai : 
cette équation peut donc , dans plusieurs cas , simplifier les applications. 

En considérant Faction du solide de poussée relativement à Parête exté-^ 
rieiffe du revêtement placée au-dessus de la surface des fondations , le rap- 

ment du prisme maximum sur 26 et 36 pieds de hauteur , et sur 1 5 pieds 

p. p. 

de longueur = 19525,8889 5i84o,oo 

et le moment de la masse totale du revêtement 
relativement à la même arête , non compris les 
fondations , est • • » • • = 17567,564 4^oi5,6i32 

En comparant entre eux ces difFérens momens , on voit que dans Phjpothèse 
de Péquilibre de pression latérale sur la surface des fondations , les profils de 
Yauban supposent Paction du prisme de poussée agissant sans être diminuée 
en rien par la cohésion, pour les revêtemens de ao à 3o pieds, tandis que 
dans Phypothèse du renversement sur Parête extérieur, il suppose que la 
cohésion diminue, dans les revêtemens de 20 pieds, Paction du prisme de 
poussée d'un neuvième , et dans ceux de 3o pieds d'un cinquième. 

Si Yauban a été condui^ aux profils qu'il a adoptés par des pri&cipes ou 
par Pexpérience , ce serait donc celui de Pégalité de pression latérale , rela** 
tivement an centre de gravité des fondations qu'il aurait pris, pour guide , et 
c'est le seul essentiel dans les terrains - susceptibles de cohésion , puisque Pé- 
quilibre qu'il établit produit un excédant de résistance, relativement à Parête 
extérieure, comme- on vient de le voir, et par des' raisonsr analogues: à celles 
que Pon a développées, relativement aux voûtes^: (Art» 12) :< 

On ne terminera pas ce qui est relatif aux revêtemens de Yauban, sans Êdre 

.observer la disposition très-ingénieuse; des contre-forts <pi'il a adoptés^ elle 

augmente l'étendue de la surface totale de. rupture, les solides ide poussée 

dsvant suivre nécessairement les siiuMisités. formées p£ff le^parement ii^férieiur 
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^t les çcNtttre-forts , et cUa rend par là , doutant plus diâkife la sbnnltaiiffite 
de leor action , quelle suppose une Tite«3e difiërente dans le solide de pouisée 
iftdossé aux revêtemens , et dans celui qui est adossé au contre4bru Dans cetie 
circonstance , comme on en a vu des exemples ^ la forme du solide de poussée j 

au lieu d^être prismatique comme on le suppose , peut s^approcher plus ou moins 
de celle dW cjlindre tronque ^ ce qu^aucune théorie n^a encore * supposé. 
Plus elle est incertaine et plus on doit s^attacher invariablement aux résultats |l 

donnés par les profils de Yauban , relativement à la nouvelle condition d'équi- 
libre , et conserver reli^eusement tous les avantages que nous avons reconnus 
qu% présentent. 

Quelques terres pesant autant que telle maçonnerie , on a supposé les densités 
égales ^ si elles différaient beaucoup , on pourrait prendre leur différence en 
considération» 

jipplication de la nouvelle condition déquilibre à un profil de revétem&U 

différent de celui de f^auban. 

ai. Les équations (E et F) de Farticle précédent, ayant donné ks mojens j 

d'établir le moment du prisme d'immersioa ppfq ^\a tous les profils de 
Vauban, et par conséquent celui du prisme p^qq qui lui est égal (E), il est 
facile de produire^ pour un profil dont les principales dimemions saaX données , 
un prisme d'immersion ppfq qui offre le même moment de ràîstancé c]pie 
celui du revêtement de Yauban , en supposant à ce nouveau proffl une di- 
mension quelconque vaiiable. 

D'après ces principes , on va déterminer les dififerentes dimensions à doon^ 
k un revêtement à contre-fi>rls voûtés (Fig. iS , 16 et 17) espacés de 5' 
dont le talus extérieur serait réduit à m(Mns du cinquantième de la hauteur* 

' Pour déterminer les quantités S<, M, p, q, etc., et la position de leur centre 
de gravité, on supposera l'épaisseur nm (Fig. i5 et 16) du sommet du re- 
vêtement = X , la longueur Im des o>ntre^rts = a x , le talus extérieur eo 
=r= Tx et la retraite op = vx , t .et t étant des qusailités fractionnaires déter- 
minées approximativement d'après les dimensinns que l'on désire donyier à la 
base du talus et de la retraite. On a supposé tontes ces quantités fonctkxià 
de X , afin de leur donner les proportions rdatives que Ton cr(Hra convenables. 

On représentera la liauieur du revêtement en par h« 

Oa supposera dans l'applicatbn des formules (E et F), la haufieur du re^ 
vêtement dont il s'agit de déterminer les différentes donensions ^i 1°^ ^ t sr 
fil^ , H>, V a: o"^ ^'!io , k haBteur moyenne de la masse soutenue par les voûtes^ 
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celle des voûtes comprises , = - h ; eofin la distance â^\m contre-fort à Pautre 

prise de milieu en miKeu=ii=5™. , et répaisseur /k du contre-fort i/Tih^ 
<jue Ton supposera égale à m=:^A= i™. , aS. 

La masse que supportent les pied*droits , la leur non comprise , ayant les deux 
tiers de la hauteur du revêtement ^ la portion des fondations des contre-forts qui 
tient au revêtement doit avoir outre la laideur de leur volume , un excédant 
égal aux deux tiers de Fespacement hors œuvres dW contre-fort à Pautre, afin que 
Punite de surface des fondations soit également chaînée à la racine du contre- 
fort ^ et sous le parement intérieur du revêtement ^ oet espace étant 3™ , 75 , 
Pévasement iu = sh de chaqtie contre-foit , sera égal à Pépatsseur de Pextré- 
mitéy% = 1™, 25; cet évasement iu (Fig. iS) va horizontalement en dimi* 
nuant jusqu^à Pextrémité JTc^ il s'élève par les talus id et ch (Fig. 17) et J^ 
(Fig. 16), jusqcfà la naissance de la voûte, en formant une masse pyramidale* 

De ces données on a déduit les expressions des valeurs représentées par 
les lettres S , f, M , L , k , • , p, q, etc. qui se trouvent dans la troisième colonne 
du tableau de Particle précédent. 

Diaprés ce tableau , le moment du prisme d'^immeralen pqq' relatif au c^itre 

de gravité de la surface des fondations OIT «/ p. .•••••= 61,293 x* 
Le moment du solide maximum.de poussée relatif à Parête 

extérieure des contre-forts d'après Péquation (B) , et en sup*- ^ 

posant i3™. de haut au remblai = ?i3,70 

Ce moment doit être égal à celui du prisme d'imqiersîon 

pp'q relativement à la mêine arête : le bras de levier de ce 

m^o fii3î70 . 813^70 

pnsme étant 2"38o7 ou /q = —^ et /q^ou — ^ 

X 0^,3756 = 6,1 ",293 x% d'où Pontîre X . =;: iMli^" 

E|i supposant à x une valeur de 1 , 4^ ^^ volume du nou-r 

vwi revêtement . . :;= 1S6, 

Le volume d'un revêtement suivant le profil de Yanban est 

égal, comme on Pa vu (art. 19) à ■ ...*.*...= 193 

L'économie produite par le nouv^u revêtement , en supposant les fondations 

10 
de 3 pieds, est donc du 5*. au 6*. du volume de la maç<Hmene ou de ~ 

'' . ■ 

9 
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En comparant le volume du nouveau profil avec celui cTun revêtement 
de Vauban ,>^éduit à un douzième de talus , et ayant le même moment dé 
réâstance ^ il y a^comme on Ta dit (ârt.^ du sommaire) , relativement au profil 
proposé , une différence en moins ^ du tiers au qyart du vol^une,^ ce qui peut 
produire une économie notable ^i quelques années. 

Les élémens du profil du revêtement que Ton vient de déterminer sont 
employés depuis long-temps ^ nous ayons fait démolir il y a environ n'j ans^ 
au Havre ^ le revêtement d^un des fronts dlngouville , qui avait de^ contre^ 
forts voûtés. 

Ce profil diffère d'^ailleurs essentiellement de ceux que Ton a employa de- 
puis 3o ans ^ en ce qu^il remplit toutes les conditions de stabilité connues ^ 
et en ce que les différences de pi>es3ion ne varient que par degrés insensibles 
sur la snrface de ses fondations , comme sur celles des revêtemens adoptés 
par Vauban ^ tandis que les profils de ce genre , que Ton a fait exécuter , ne 
•remplissaient ni Tune ni fautre des nouvelles conditions de stabilité dont on a. 
démontré la nécessité. N^ay^nt du leur découverte qu^aux redherches que nous 
avons faites sur les causes des avaries qui ont eu lieu dans ce temps aux^ revê- 
temens pleins et voûtés ^. ces avaries ne paraissent pas devoir être attribuées 
aux Ingénieurs qui avaient construits ces revêtemens , maïs bien à Part dont 
les préceptes étaient en retard. 

On voit (Fig; 2i), le profil que Pon avait proposé d'adopter en 1795, il 
se compose d'^un mur extérieur a de 18 pouces d'épaisseur^ et des voûtes 
horizontales b ayant différentes longueurs pour éloigner , du parement intérieur 
du mtir de masque , le pied du talus des terres abandonnées à leur pesanteur y 
de manière à avoir Pespace nécessaire à la manoeuvre du flisil par les cr&- 
neaux C. 

Cette espèce de revêtement fut adopté dan^ différentes places avec diverses 

modifications. On voit (Fig. ^kn et ^3) , le profil et le plan qui furent assez 

généralement employés pour les contre-escarpes 5 il se rompit en pr^ parce 

que le poids agissant sur Punité de surface de la fondation des pied-droits à 

leur jonction au parement intérieur du mur de masque , était plus que triple 

*de celui qui était supporté par Punité de surface de^ fondations de ce mur^ 

parce que Pépaisseur du pied-^oit «se trouvait diminuée dans cette partie par 

la communication c que Pon y avait établie ^ et parce qu'en outre on n'avait 

lîen disposé pour contre balancer Paction latérale des terres adossées à la voûte 

verticale d^ sur les différentes parties de la surface des fondations. 
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Four éviter les désunions qui eurent lieu par les mêmes raisons entre le 
mur de masque et les pied-droits , dans les revêtemens élevés j, on- prit plus 
tard des précautions pour que les tassemens de ces deux masses se fissent indé- 
pendamment Fun de Tautre , mais on ne put obtenir ce résultat qù^en altérant 
plus ou moins la force de cohésion ^ qui doit ne faire qu^un tout de toutes les 
parties des revêtemens. 

Dans le profil que Ton propose , toutes les parties s'exéctttent simultané- 
ment ^ Ton a rempli toutes les conditions connues d^équilibre et de stabilité , 
et Ton a suivi strictement le principe de solidité le plus essentiel ^ lequel pres- 
crit de proportionner la surface des appuis au poids à supporter, ou de faire 
succéder par degrés msensibles les élémens de la surface des fondations (£f-- 
féremment chargés, comme Vauban Ta fait par l'emploi des talus extérieurs 
de revêtement. 

Le profil proposé parait donc n^avoir plus aucun des inconvéniens qui^ 
après un essai de quelques années, avaient fait rejeter les revêtemens de 
cette espèce. 

On a cherché aussi à résoudre un problême dont on ne connaît point encore 
de solution satisfaisante , c^est de rendre salubres les logemens que Ton peut , 
au moyen de voûtes verticales f qui soutiennent les terres , pratiquer dans de 
certaines circonstances, derrière les revêtemens à contre-forts voûtés 5 ces 
moyens seront détaillés dans un second mémoire relatif à la fortification , et ont 
été indiqués dans les Fig. 16 , 19 et ao ^ ils consistent à empêcher Pair de Pinte- 
rieur de chaque casemate de se refroidir en dissolvant Peau qui filtre à travers 
lés murs adossés aux terres , au moyen d'un lambris // préparé pour résister 
long-temps à Faction de Fhumidité , à procurer, au moyen des ouvertures b 
et c, une évacuation non interrompue aux gaz délétères, et à' faire afflue!* 
dans Fintérieur de la casemate , par les conduits d et 6 , un courant continuel 
d^air pur, au moyen d'un ventilateur u à force centrifiige, placé dans la ca- 
semate même ou dans un réservoir d'air pur. 

On indiquera aussi les batteries casematées défensives que Fon regarde comme 
les seules praticables sur les remparts. 

Le profil des revêtemens que Fon propose paraîtrait donc devoir réunir la 
stabilité , la durée et Féconomie , à Pafisntage inappréciable d'offrir , sur le lieu 
même ^ des abris à Pépreuve , sains et commodes y aux hommes chargés de 
les défendre.. 



68=^ SEnoStn. 

Résumé général. 

m 

22. Avec le principe des vitesses virtuelles , et celui de la décompositioii jdes 
forces ) on a résolu tous les problèmes que Ton a cru utUes relativjement à! k 
poussée des terres et des voûtes ^ ou Ta fait d^une manière uniforme en supposant , ^ 
dans les mouvemens de rotation , un espace parcouru égal à une unité quelcon- 
que aliquote de 4''unité finie, pied, mètre ou tout autre que Ton aurait 
adoptée^ et assez petit pour pouvoir être considéré sans erreur , comme per- 
pendiculaire à Textrémité du raycm de rotation ^ cette hypothèse, généralement 
admise , est incontestable , puisquUl n^ a poipt de limites à la petitesse que 
Ton .peut supposer à cette unité élémentaire. , : 

En sutiordonnant le principe de la décomposition des forces à celui des 
vitesses virtuelles , c^est-à-dire en n^employant le premier , que pour déter^ 
miner 1^ rapport de ces vitesses , nous croyons avoir tari la source de plusieurs 
erreurs et donné des moyens de vérifications dont on a vu (art. i6) des 
résultats avantageux. 

Pour les applications de ces principes , cm ne s^est ^rvi que de la Géométrie 
simple , et Ton ne conçoit point de problème de statique que Ton ne puisse 
résoudre de la même manière , puisque tous les moyens employés .pour com- 
muniquer le mouvement , par le moyen des corps solides , se réduisent au . 
levier et au plan indîné. 

Enfin Fexemple de la méthode que Pon a suivie pour appUquer le principe 
des \dtesses virtuelles , qu\m savant illustre a reconnu être le principe fon- 
damaataMe la statique , seniblerait devoir rendre {dus fadles et plus générales 
les applications de cette brancîie des mathématiques qui rend de si énunens 
services à h ^société. 
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